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Résumé

Le probléme central de cette thése est la séparation des écoulements at-
mospheériques et océaniques en une partie lente, proche de ’équilibre géo-
strophique, et une partie rapide, décrite dans "approximation linéaire par les
ondes d’inertie-gravité.

La décomposition d’écoulements rectilignes (jets, fronts) est abordée a
travers le probléme de l’ajustement géostrophique, dans trois modeéles de
complexité croissante : I’eau peu profonde, le fluide & deux couches, et le
fluide continuement stratifié. A I'aide de la description lagrangienne de 1’écou-
lement, une définition non-ambigue de la partie lente (stationnaire) est ob-
tenue et ses conditions d’existence étudiées. Notamment, il peut s’avérer
impossible, dans le fluide stratifié, de définir la partie lente.

La dynamique de la partie rapide, et ses conséquences pour ’ajustement,
sont également étudiées. Des ondes stationnaires d’amplitude finie sont dé-
crites dans le modéle de ’eau peu profonde et dans le fluide & deux couches.
Dans les fluides ayant une stratification, il est montré que des ondes sub-
inertielles peuvent rester piégées dans la région anticyclonique du jet, et
modifier ainsi I’ajustement.

Cette approche théorique est complétée par une analyse de radiosondages
de la campagne FASTEX et de sorties du Centre Européen, afin de déter-
miner quelles régions du jet troposphérique des moyennes latitudes sont les
plus favorables & la génération d’ondes. L’étude détaillée d’un cas montre
que l'ajustement géostrophique est un mécanisme important pour ’émission
d’ondes quasi-inertielles de grande échelle et de grande amplitude.

Enfin, pour mieux comprendre les limites de la notion de variété lente,
nous quantifions, dans un fluide fortement stratifié sans rotation, 1’émission
d’ondes par un vortex non-stationnaire, ainsi que la réaction inverse.



Abstract

Our focus in this thesis is on the splitting of atmospheric or oceanic flows
into slow and fast parts, the former being close to geostrophic equilibrium,
and the latter being described by inertia-gravity waves in the linear approxi-
mation.

This splitting is considered for rectlinear jets or fronts through the pro-
blem of the geostrophic adjustment, in three models of increasing complexity :
shallow water, the two-layer fluid and the continuously stratified fluid. Des-
cribing the flow in a Lagrangian way, a non-ambiguous definition the slow
(stationary) part of the flow is obtained, and the conditions of its existence
are discussed. In particular, it is shown that it can be impossible, in the
stratified fluid, to define a slow part.

The dynamics of the fast part of the flow and its effects on the adjustment
are also examined. Stationary waves of finite amplitude are described in
the shallow water and in the two-layer models. In the two models including
stratification, it is shown that sub-inertial waves trapped in the anticyclonic
side of the jet exist, and that they modify the adjustment scenario.

This theoretical approach is complemented by an observational study,
based on FASTEX radiosoundings, to determine which regions of the tro-
pospheric jet are most favorable to wave generation. The detailed study of a
precise event shows that geostrophic adjustment is an important mechanism
generating large-scale, near-inertial waves of large amplitude.

Finally, in order to understand better the ultimate limitations of the slow
manifold concept, we study and quantify the emission of gravity waves by
a nonstationary vortex in a non-rotating, strongly stratified fluid, and the
backreaction on the vortex..
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Chapitre 1

Introduction

"What a good thing Adam had. When he said a good thing
he knew nobody had said it before.’
Mark Twain.

De nombreux phénomeénes de la dynamique de 'atmospheére et de 'océan
peuvent étre compris en ne considérant que l’écoulement & grande échelle
(échelle synoptique et au-deld) et son évolution lente (échelle de temps de
l'ordre du jour), ce qui exclut de nombreux phénomeénes plus rapides, et sou-
vent de plus petite échelle, tels que les ondes d’inertie-gravité. Les approxi-
mations filtrant ces phénoménes rapides sont bien connues : par exemple,
I'instabilité barocline et la frontogénése peuvent étre comprises dans le cadre
des approximations quasi-géostrophique et semi-géostrophique, respective-
ment.

Il est instructif, avant d’en venir aux questions qui se posent a propos
de ces simplifications, de cerner ce qui les justifie, et sur quelles propriétés
fondamentales elles s’appuient. L’analyse linéaire des équations suffit pour
faire appraitre deux propriétés essentielles des écoulements d’un fluide sou-
mis & la rotation et a la gravité : l'existence de deux échelles d’évolution
bien séparées et le role clé de la vorticité potentielle. Cette analyse linéaire
est rappelée en section 1.1 dans le cadre du modéle de I'eau peu profonde.
Au-dela de Iapproximation linéaire, les modeéles dits ’équilibrés’ (balanced
models), par exemple le modeéle quasi-géostrophique, permettent d’étudier la
dynamique de la composante lente de I’écoulement (section 1.2). Ces modéles
se fondent sur la prépondérance d’un équilibre entre forces, tels les équilibres
géostrophique et hydrostatique, et excluent les mouvements rapides comme
les ondes d’inertie-gravité. Les questions suivantes sont toutefois légitimes :

— Un état arbitraire de ’atmosphére ou de ’océan peut-il étre séparé de

fagon rigoureuse et unique en une partie lente et une partie rapide? Si
oui, sous quelles conditions ?

— Quelle est la signification de la partie lente pour I’écoulement 7 Le fluide

s’ajuste-t-il vers cet état ? Comment ?

— Il est connu que la partie rapide, par le déferlement des ondes par

exemple, peut modifier la partie lente de 1’écoulement. Existe-t-il des
interactions adiabatiques (non-dissipatives) entre les parties lente et

11



12 CHAPITRE 1.

rapide de I’écoulement et quelles limites imposent-elles a la séparation
de ’écoulement 7
Nous proposons dans cette thése d’apporter des éléments de réponse a ces
questions, principalement pour des écoulements de type jet ou front par une
analyse du processus fondamental qu’est ’ajustement géostrophique.

Le probléme de 'ajustement géostrophique nonlinéaire (évolution du fluide
a partir d’une condition initiale arbitraire) a en effet 'intérét de poser, direc-
tement ou non, les questions évoquées ci-dessus. Bien que le scénario global de
I'ajustement d’aprés Rossby [Ros38| et Obukhov [Obu49]| ait été confirmé et
n’est pas a remettre en question, plusieurs points demeurent incertains (sec-
tion 1.3). Nous nous intéresserons a l’ajustement dans des situations frontales
(forts gradients dans une direction, faibles variations dans l'autre). L’étude
de ces situations peut étre poussée assez loin analytiquement en s’appuyant
sur ’hypothése du front rectiligne, ¢’est-a-dire 'absence de variations le long
du front ou du jet, comme c’est le cas dans les modeéles classiques de la
frontogénese [HB72.

Cette analyse de lajustement géostrophique d’anomalies frontales (sec-
tion 1.4) est complétée par des observations d’ondes émises a proximité du
jet troposphérique pendant la campagne FASTEX, venant confirmer I'impor-
tance du processus d’ajustement géostrophique comme source d’ondes, et par
une analyse de I’émission spontanée d’ondes par un vortex nonstationnaire
dans un fluide fortement stratifié, illustrant les limitations de la séparation
de I’écoulement en une composante rapide et une composante lente (section
L.5).

1.1 Séparation linéaire de I’écoulement en compo-
santes rapide et lente

Les océans et I’atmosphére sont des couches fluides minces soumises a la
rotation et & la gravité. Le modéle le plus simple pour les décrire est le modele
de 'eau peu profonde! ; ce modéle peut sembler rudimentaire, mais il est déja
riche et conceptuellement trés utile (par ex. |Gil82, Gil76, Ped87]). Nous le
considérons dans cette section, d’'une part parce qu’il permet de préciser
quantitativement certaines notions, et d’autre part parce qu’il constitue un
outil de base, utilisé ou évoqué a plusieurs reprises par la suite (chapitre 2 et
6).

1.1.1 Le modéle de ’eau peu profonde en rotation

Les échelles horizontales étant beaucoup plus grandes que les échelles
verticales, la vitesse u est supposée ne pas varier sur la verticale. Le fond est
supposé plat et la rotation constante (plan-f). Les équations [Gil82, Ped87]
décrivant les mouvements du fluide sont :

(Oh+u-V)u+ fe, xu+gVh=0, (1.1a)
(Or+u-V)h+V-(uh) =0, (1.1b)

lce modéle est aussi appelé modéle équivalent barotrope, ou équations de Barré de St
Venant.
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ou f est le paramétre de Coriolis, g la pesanteur, et h la hauteur totale du
fluide.

A TD’échelle synoptique, les termes dominant ’équation du mouvement
(1.1a) sont la force de Coriolis et le gradient de pression [Hol92|. En premiére
approximation, le mouvement s’organise donc pour garantir 1’égalité de ces
deux termes, ce qui donne le vent géostrophique :

vy=2e, x Vh, (1.2)

f

pour lequel la hauteur (ou plus généralement la pression) joue le role d’une
fonction de courant. Il apparait clairement, sur les cartes montrant la pression
et le vent aux moyennes latitudes, que le vent & grande échelle est proche de
I’équilibre géostrophique (cf figure 1.1).

Par ailleurs, les équations (1.1a)-(1.1b) peuvent étre combinées pour mon-
trer que la vorticité potentielle ¢ = (f + 0,v — Jyu)/h est conservée au cours
du mouvement tant que celui-ci est adiabatique :

f—l—(axv—ayu)) . 13

O+u-V
@+ v) (2
La vorticité potentielle (PV) est une propriété lagrangienne du fluide. Elle se
révéle essentielle pour la séparation de I’écoulement en composante lente et
rapide.

0.683E+02
0

Maximum Vector

FiG. 1.1 — Vent et géopotentiel sur la surface isobare correspondant a Z =
5km en coordonnée log-pression, le 24 février 1997. Ces champs, obtenus a
partir des données du Centre Européen pour la Prévision Météorologique a
Moyen Terme, sont proches de ’équilibre géostrophique.
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1.1.2 Analyse linéaire

La linéarisation des équations (1.1a)-(1.1b) autour d’un état de repos ou
la hauteur du fluide est H donne :

Ou— fo+g90,n=0, (1.4a)
O + fu+goyn =0, (1.4b)
O + H(Opu + 0yv) =0, (1.4c)

ou 7 est le déplacement de la surface libre (h = H + n). En cherchant les
modes propres sous la forme ¢/(¥*=@%) g relation de dispersion suivante est
obtenue :

w (w? — f2 —gH(K* +1?) =0. (1.5)

Il y a donc, pour k et [ donnés, deux solutions ondulatoires (£w avec w? > f2)
pour un mode stationnaire w = 0.

La composante lente de I’écoulement est tout simplement stationnaire,
en équilibre géostrophique. Comme lindiquent (1.2) ou (1.4c), ces mouve-
ments sont incompressibles. Ils ont une signature non-nulle sur la PV, qui
dans l'approximation linéaire est conservée en chaque point (I’advection est
négligée dans 'approximation linéaire). Notons enfin que ’état équilibré du
fluide (hauteur et vent) peut entiérement se déduire de la connaissance de la
PV et des conditions aux limites adéquates.

Les deux autres solutions sont des ondes linéaires d’inertie-gravité. Contrai-
rement aux mouvements géostrophiques, ces ondes sont non-stationnaires
(échelle de temps rapide T' < f~1), a divergence non-nulle, et leur signature
sur la PV, dans I'approximation linéaire, est nulle?.

Ce sont des ondes dispersives. Comie le montre la relation de dispersion,
les ondes de plus basse fréquence et de plus grande échelle se dispersent plus
lentement :

w?= 24+ gH(E* +1%) . (1.6)

D’aprés la méthode de la phase stationnaire [Lig78, Whi74], lors de la dis-
persion d’un paquet d’ondes, 'amplitude décroit selon une loi asymptotique
en ¢t /2.

Cette séparation de 1’écoulement en une partie incompressible et non-
propagative (vorticale) et une partie propagative a divergence non-nulle (ondes)
est générale |[SR89, RLO0|, elle n’est pas liée spécifiquement & la présence
de la rotation. Ce que la rotation introduit, c’est une séparation entre les
échelles de temps des deux types de mouvements (le 'trou spectral’®), les
ondes d’inertie-gravité n’existant que pour des fréquence plus grandes que f.
Dans le contexte des fluides en rotation, les termes ’'lente’ et 'rapide’ seront
donc utilisées comme équivalents a ’vorticale’ et ’ondulatoire’.

?De maniére plus générale, les ondes sont un signal qui se propage sans transport net
de matiére; elles ne peuvent donc pas étre associées a la vorticité potentielle, qui est une
propriété lagrangienne du fluide.

3dans un modéle tenant compte de la variation de f (plan 3, par exemple), les mou-
vements vorticaux de l'approximation linéaire ne sont plus stationnaires, ils comprennent
les ondes de Rossby. Leurs échelles de temps sont néanmoins beaucoup plus grandes que
celles des ondes d’inertie-gravité (quelques jours contre quelques heures).
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Ainsi, Panalyse linéaire met en évidence la séparation entre les échelles de
temps de deux types de mouvements trés différents :

— les mouvements vorticaux : stationnaires dans l’approximation linéaire,
dans le plan-f, ces mouvements en équilibre géostrophique se caracté-
risent par une divergence nulle, et ont une signature sur le champ de
vorticité potentielle.

— les ondes d’inertie-gravité : rapides, propagatives et a divergence non-
nulle cette partie de I’écoulement n’a pas, dans I’approximation linéaire,
de signature sur le champ de PV.

L’analyse linéaire souligne aussi le role de la PV pour séparer les deux com-
posantes du mouvement. Nous avons considéré ici le modeéle de ’eau peu pro-
fonde, mais analyse linéaire des équations primitives pour un fluide stratifié
sur le plan-f aurait donné les mémes résultats.

Dans quelle mesure peut-on espérer que cette séparation de I’écoulement
se prolonge au-dela de ’analyse linéaire 7 L’usage des modéles équilibrés a en
tout cas montré que de nombreux aspects de la dynamique de ’atmosphére
ou des océans pouvaient étre compris en ne décrivant que la partie lente de
I’écoulement, c’est-a-dire en omettant les ondes.

1.2 Les modéles réduisant la dynamique & sa com-
posante lente, et ’espoir de la ’variété lente’

La prépondérance, dans I’écoulement de grande échelle, de la composante
lente proche de I’équilibre géostrophique a été utilisée pour mettre au point
des modéles ne décrivant que cette partie de I’écoulement. L’exemple le plus
connu est le modele quasi-géostrophique.

1.2.1 Quasi-géostrophie et semi-geostrophie

Le modeéle quasi-géostrophique (QG) est obtenu a ’aide des hypothéses
suivantes : le nombre de Rossby de I’écoulement est petit Ro = U/fL < 1,
I’écoulement a une seule échelle caractéristique, et 1’échelle de temps des
mouvements est grande devant la période inertielle (7" > 1/ f). Cette derniére
hypothése exclut les ondes d’inertie-gravité.

Le vent est approché par la valeur du vent géostrophique, et peut donc
se déduire de la pression. Celle-ci peut s’obtenir a partir de la vorticité po-
tentielle quasi-géostrophique. Cette derniére est une quantité analogue a la
vorticité potentielle, mais qui est conservée lors de 'advection par le vent
géostrophique :

O+ vy V) g =0. (1.7)

Connaissant la distribution de g, au temps ¢, ’évolution quasi-géostrophique
du fluide peut donc étre calculée en suivant la séquence inversion-advection :
— obtention, & partir de la vorticité potentielle quasi-géostrophique, de
I’état du fluide (pression, vent...). C’est I'inversion de la vorticité po-
tentielle.
— advection, par le champ de vitesse obtenu, de la vorticité potentielle, ce
qui permet d’obtenir la distribution de vorticité potentielle au temps
t + 6t et de recommencer la séquence.
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Les hypothéses du modele quasi-géostrophique sont simples mais assez
restrictives. Par exemple, ce modéle, s’il est bien adapté pour analyser les pre-
miers stades de 'instabilité barocline, ne I'est plus pour étudier les fronts ou
les jets. Ces structures, omniprésentes dans l'atmosphére et l'océan, peuvent
étre décrites dans lapproximation semi-géostrophique (SG). Les accéléra-
tions agéostrophiques y sont également négligées, mais c’est la vitesse totale
qui est utilisée pour calculer 'advection (et non la seule vitesse géostrophique
comme dans l'équation (1.7)). Enfin, I'expression de la vorticité potentielle
dans l'approximation semi-géostrophique est plus compliquée que dans le
modeéle quasi-géostrophique (nonlinéaire en SG, linéaire en QG).

Plus généralement, les modéles dits équilibrés suivent la méme séquence
(inversion-advection) que le modeéle quasi-géostrophique, mais l'opérateur
d’inversion de la vorticité potentielle s’appuie sur une relation diagnostique
d’équilibre plus précise entre les différents champs. Ainsi, d’autres approxi-
mations, s’appuyant notamment sur la faiblesse de la divergence de la compo-
sante lente de I’écoulement, permettent d’obtenir des opérateurs d’inversion
de la vorticité potentielle d’ordre plus élevé (e.g. [MG80, MNOO]). Ces mo-
déles équilibrés fournissent un cadre plus simple que les équations primitives
pour étudier de nombreux aspects de la dynamique des fluides géophysiques
(instabilité barocline, gyres océaniques, cyclogénése, frontogéneése. . .).

1.2.2 L’espoir d’une variété lente

L’efficacité de ces modéles et les propriétés des ondes soulignées en 1.1.2,
entre autres, ont pu suggérer que la séparation entre composante lente et
composante rapide était si profonde qu’il existait une variété lente invariante
(’slow inavariant manifold’) : un sous-espace de l’espace des phases ou la
dynamique serait lente (absence totale d’ondes d’inertie-gravité) et tel que,
si I’état initial du fluide appartient & ce sous-espace, le fluide y reste tout au
long de son évolution par la suite, ou du moins en reste proche (dans un sens
a définir).

La possibilité d’une variété lente est trés attrayante [FMNOO| d’une part
parce qu’elle permet une description réduite de 1’écoulement, d’autre part
parce qu’elle en facilite la compréhension en le décomposant.

Tandis que les modéles équilibrés décrivent la dynamique de la partie
lente seule, d’autres travaux, par exemple sur l'initialisation nonlinéaire par
les modes normaux [Lei80|, ont cherché & isoler la partie lente en proje-
tant les conditions initiales sur la variété lente : ainsi, lors de I’évolution du
fluide, méme si celle-ci est obtenue par l'intégration des équations primitives,
la dynamique resterait entiérement lente. Ces méthodes d’initialisation sont
davantage tournée vers les applications (modeéles opérationnels). Notons enfin
qu’il y a des liens entre ces méthodes et les modeéles équilibrés : Leith [Lei80]
a montré par exemple que l’on retrouvait, au premier ordre de I'initialisation
nonlinéaire par les modes normaux, la dynamique quasi-géostrophique.

1.2.3 Les exclus de la quasi-géostrophie

Les modeéles équilibrés simplifient la description des écoulements en ex-
cluant les phénomeénes rapides. Ces derniers sont, dans ’approximation li-
néaire des équations autour d’'un état de repos, les ondes d’inertie-gravité
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exposées ci-dessus (¢f 1.1.2). Au-dela de I'approximation linéaire, les ondes
(structure, propagation, dispersion, dynamique. ..) sont modifiées par les ef-
fets nonlinéaires : pour des petites amplitudes de la partie rapide, on peut
décrire celle-ci en termes d’ondes linéaires sur le fond d’un écoulement moyen.
Pour des amplitudes finies, la partie rapide s’enrichit de phénoménes forte-
ment nonlinéaires, dont le plus dramatique est le déferlement d’ondes.

Il importe de comprendre et quantifier plus précisément la dynamique de
la partie rapide et les interactions possibles, notamment adiabatiques entre
parties rapides et lente, afin de déterminer les limites des modéles équilibrés
[BM98]. Mais il importe aussi d’étudier les ondes, et notamment de quanti-
fier leurs sources, pour elles-mémes : par exemple, le transport de quantité de
mouverment par les ondes est essentiel & la compréhension de la circulation gé-
nérale de 'atmosphére (¢f [AHL87]), leur contribution au mélange est encore
mal quantifiéee [DHST91, SH02|, et elles peuvent avoir des effets spectacu-
laires en météorologie mésoéchelle [UK87, ZKDKO01|. Aussi est-il nécessaire
de continuer I’étude et la quantification de leurs sources.

1.3 L’ajustement géostrophique

L’ajustement géostrophique est le processus fondamental par lequel I’océan
ou "atmosphére, écartés de I'état d’équilibre géostrophique, retournent vers
un tel état. Ce qui écarte le fluide de 1’état équilibré peut étre par exemple
une instabilité qui mélange, en un temps court devant la période inetrielle,
une région du fluide (par ex. [BMS99]), un chauffage inhomogene (par ex.
[Ou84]) (de maniére générale, tout phénomene diabatique agissant sur un
temps court devant la période inertielle), le forgage des couches superficielles
de Vocéan par le vent (par ex. |[Ros38|), mais aussi I’évolution de I’écoule-
ment & grande échelle (par ex. [GR96, OD95]). L’analyse de ce probléme
nous ameéne nécessairement a nous poser les questions mentionnées ci-dessus
(séparation de I’écoulement, effet de la partie rapide. . .).

Comprendre 'ajustement en tant que mécanisme de génération d’ondes,
particulierement pour les ondes de basses fréquences, constitue une seconde
motivation [FL92, LF93, SLTL98|. De maniére générale, il est connu que
les jets et les fronts sont des sources importantes d’ondes [FN92|, mais ces
sources ne sont pas encore suffisamment quantifiées (par ex. [CM02]).

1.3.1 Le scénario classique et ses incertitudes

Une fois éloignés de 1’équilibre (géostrophique ou d’ordre plus élevé), com-
ment I’atmosphére ou 'océan retournent-ils ensuite vers un état d’équilibre ?

Le scénario classiquement admis [Ros38, Obu49, Blu72| peut se résumer
ainsi : le fluide est, a l'instant initial, hors équilibre. Trés vite (temps de
lordre de la période inertielle), le fluide se réarrange pour trouver un état
d’équilibre correspondant a ses distributions de PV et de masse. Au cours de
ce réarrangement, des ondes sont émises ; elles se dispersent et se propagent
au loin, laissant derriére elles la partie ajustée de ’écoulement.

Pour des anomalies initiales sans variation dans une direction, ’état final
est stationnaire, et il est alors possible d’adopter une démarche diagnostique
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et d’obtenir I’état final & partir de ’état initial, sans décrire I’évolution me-
nant de 'un & 'autre.

Les études de l'ajustement géostrophiques se sont pour l’essentiel in-
téressées soit a la partie rapide de 1’écoulement dans les cadres linéaires
[Gil76, Gil82| ou faiblement nonlinéaires [Blu67] (notamment ce processus
a été étudié linéairement en tant que source d’ondes |FL92, LF93, SLTLIS,
BMS99, BM99|, mais toujours sur fond de fluide au repos), soit uniquement
a l'état final obtenu de maniére diagnostique [Ros38, Ou84, BW95, WB95,
Kal98, Kal00].

Lorsque 'on considére ’ajustement nonlinéaire, c’est-a-dire sans se li-
miter & de faibles perturbations autour d’un état de repos, il reste dans le
scénario communément admis des zones d’ombre touchant a des questions
fondamentales :

— Sous quelles conditions I’état final ajusté est-il bien défini (existence et

unicité) 7

— S’il existe, est-il toujours atteint, et si oui, comment, sur quelle échelle
de temps ? En d’autres termes, quel réle la partie rapide de I’écoulement
joue-t-elle dans I'ajustement nonlinéaire 7

— Quels sont les phénomeénes nonlinéaires qui affectent la partie rapide
de ’écoulement 7 En quoi celle-ci différe-t-elle des ondes analysées dans
I’approche linéaire de I'ajustement ?

— Quelle est 'importance de ’ajustement géostrophique comie source
d’ondes dans ’atmosphére ou dans 'océan 7 Quantitativement, quelles
ondes ce processus peut-il générer ?

Par ailleurs, pour les études numériques de ’ajustement géostrophique, il
est plus facile de simuler ’ajustement dans un domaine périodique que dans
un domaine infini. Aussi est-il important de comprendre les différences entre
les conditions aux limites de radiation et périodiques dans le probléme de
I’ajustement.

1.3.2 Ajustement géostrophique nonlinéaire de structures tour-
billonnaires

Récemment, Reznik, Zeitlin et Ben Jelloul [RZJ01| ont analysé I’ajuste-
ment géostrophique nonlinéaire dans le modéle de I’eau peu profonde [RZJ01]
et dans des fluides stratifiés [ZRJ02], pour des perturbations localisées, et par
une approche perturbative. Leur étude est limitée par deux hypothéses sur
I’état initial :

1. Panomalie initiale est caractérisée par une unique échelle de longueur;

2. le nombre de Rossby est petit (Ro < 1).

Ces hypothéses correspondent a des anomalies de type tourbillonnaire (par
exemple, la dépression au nord ouest de I'Irlande sur la Fig. 1.1). Dans le
cas de déplacements faibles de la surface et avec une échelle caractéristique
de Pordre du rayon de déformation (nombre de Burger d’ordre 1), leurs
résultats sont les suivants : la partie lente est identifiée par inversion de la
vorticité potentielle et elle suit la dynamique quasi-géostrophique ; les ondes

“Echelle de longueur pour laquelle les effets de la gravitée et de la force de Coriolis
s’équilibrent : typiquement quelques dizaines de kilométres dans l'océan, un millier de
kilomeétres dans l’atmospheére [Gil82].
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se dispersent et, jusqu’au troisiéme ordre du moins, il n’y a aucun effet des
ondes sur I’écoulement lent.

Les hypothéses de ’analyse excluent les écoulements tels les jets ou les
fronts parce que ceux-ci sont anisotropes (forts gradients dans une direction
et peu de variations dans l'autre) et ont des nombres de Rossby (rapport de la
vorticité relative a la vorticité planétaire) d’ordre 1. Par exemple, sur la figure
1.1, le jet qui traverse I’Atlantique a un vent maximum d’environ 65ms—!,
une échelle transverse de 'ordre de 10%m, et a ces latitudes f ~ 107*. Le
nombre de Rossby correspondant est 0.65, proche de 1.

L’analyse de l'ajustement géostrophique nonlinéaire d’anomalies fron-
tales® sera donc l’'occasion de comprendre la séparation entre composante
lente et composante rapide pour des écoulements & fort nombre de Rossby,
et de mieux quantifier, dans les configurations frontales, la partie rapide pour
cerner quels effets celle-ci peut avoir lors de ’évolution du fluide.

1.4 Ajustement géostrophique dans des situations
frontales : séparation et émission

Dans une premiére partie, nous nous intéressons a ’ajustement géostro-
phique d’anomalies frontales, par une approche analytique (chapitres 2, 3 et
4), mais aussi d’aprés des observations dans l'atmosphére (chapitre 5).

Dans le volet théorique, nous analysons & ’aide de trois modéles de com-
plexité croissante I’ajustement géostrophique de jets ou de fronts, en faisant
I’hypothése qu’il n’y a pas de variation dans la direction du jet ou du front
(cf 1.4.1).

L’analyse des observations a permis de confirmer l'importance du jet
troposphérique comme source d’ondes, et d’isoler un événement d’émission
d’ondes par ajustement géostrophique au niveau du jet troposphérique. Cette
étude de cas compléte ’approche théorique, et indique de nouvelles directions
de recherche pour la suite (c¢f 1.4.2).

1.4.1 Approches théoriques de l’ajustement géostrophique
nonlinéaire d’anomalies frontales

Les situations frontales, et notamment la frontogénése, ont été abondam-
ment étudiées en supposant que I’écoulement ne varie pas dans une direction,
et & ’aide d’approximations telles la semi-géostrophie qui excluent les mou-
vements rapides (par ex. [HB72]). Nous proposons d’étudier dans ce cadre et
analytiquement l’ajustement d’une condition initiale arbitraire sans exclure
la partie rapide de 1’écoulement. Nous nous intéresserons tout particuliere-
ment aux points suivants : comment séparer ’écoulement en une partie rapide
et une partie lente, quels effets la partie lente et la partie rapide peuvent-elles
avoir l'une sur 'autre, et dans quelle mesure la dynamique de la partie rapide
peut amener des modifications au scénario classique d’ajustement.

Pour des modéles sans variation dans une direction horizontale, il est
important de noter que les états géostrophiques sont des solutions exactes et

®Nous désignerons ainsi des anomalies ayant de forts gradients dans une direction et
de faibles variations dans 'autre, que ce soit pour le champ de température potentielle ou
pour d’autres variables.
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stationnaires des équations complétes. Ce fait est utilisé pleinement dans la
description lagrangienne du mouvement, qui se révéle trés avantageuse. Elle
fournit notamment une réponse non-ambigue & la question de la séparation
de I’écoulement en parties lente (stationnaire) et rapide.

Une hiérarchie de modeéles de complexité croissante est considérée :

Eau peu profonde a une couche Ce modéle contient la rotation et la
gravité, mais pas la stratification (chapitre 2). Il est démontré que la partie
lente est bien définie pour des perturbations localisées et une vorticité po-
tentielle partout positive. L’étude de la partie rapide montre que les ondes
linéaires autour d’un état ajusté se dispersent (il n’y a pas de modes piégeés),
mais que cette dispersion peut étre modifiée par la présence du jet ajusté. Les
autres éléments de la dynamique rapide du fluide sont également étudiés :
les ondes non-linéaires [Shr81, Shr86] d’une part, et le déferlement d’ondes
(la formation de chocs) d’autre part.

Eau peu profonde a4 deux couches Cette représentation rudimentaire
de la stratification introduit deux phénomeénes nouveaux par rapport a la
dynamique du modéle a une couche (chapitre 3). Premiérement, des modes
oscillants & des fréquences subinertielles peuvent exister, piégés dans les ré-
gions anticycloniques. Pour des vorticités relatives suffisamment négatives,
certains de ces modes deviennent instables, indiquant la possibité d’instabi-
lité symétrique (absente du modéle & une couche).

L’existence d’ondes périodiques d’amplitude finie qui sont des solutions
exactes des équations a été démontrée. Selon les régimes de parameétres, leur
comportement peut étre analogue a celui des ondes nonlinéaires du modele
& une couche, ou au contraire trés différent.

Fluide contintiment stratifié Ce modéle est plus réaliste, mais aussi
considérablement plus complexe (chapitre 4). Dans le cas général, il est mon-
tré que la partie lente, si elle existe, est solution d’une équation de Monge-
Ampere elliptique. Un des avantages de la description lagrangienne de 1’écou-
lement est qu’elle permet de décrire et I’état ajusté et le processus de l'ajus-
tement.

La dynamique de petites perturbations autour d’un état ajusté est exa-
minée, et détaillée dans le cas d’'un jet barotrope. Comme dans le modele
a deux couches, des ondes subinertielles [Kun85| peuvent étre piégées dans
la région anticyclonique, ces modes devenant instables si la vorticité relative
est inférieure & — f. Les effets nonlinéaires de ces modes piégés sont exami-
nés : ils ne modifient pas I’équation décrivant 1’évolution de la partie lente,
mais ils ont en revanche une signature d’ordre 2 sur la valeur des champs
moyennés dans le temps. Enfin, la propagation verticale d'un paquet d’ondes
subinertielles dans la région anticyclonique d’un jet variant lentement sur la
verticale est analysée a 1’aide d’'une approche WKB, indiquant la possibilité
de niveaux ’critiques’ ol ces ondes se dissipent.

Les résultats obtenus dans ces études théoriques montrent quelles limi-
tations ou modifications il faut apporter au scénario classique d’ajustement
géostrophique. Ils aident également & comprendre la séparation de 1’écoule-
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ment en parties lente et rapide (notamment les limitations de Uinversion de
la PV), et la dynamique de la partie rapide dans ces modeéles (notamment
Veffet de régions anticycloniques sur les ondes).

1.4.2 Observations d’ondes émises par un jet troposphérique

Les données obtenues lors de la campagne internationale d’observation
FASTEX (Fronts and Atlantic Stormtracks Experiment [JJST97, JBBT99])
sont utilisées pour étudier le jet comme source d’ondes d’inertie-gravité (cha-
pitre 5). Cette étude, qui est encore en cours, confirme le role du jet comme
source principale au-dessus de I’Atlantique. L’analyse détaillée d’un événe-
ment précis d’émission d’ondes par ajustement géostrophique montre que ce
processus est, parmi les mécanismes pouvant générer des ondes au niveau du
jet, un mécanisme important, notamment pour les ondes de basse fréquence
et de grande échelle.

1.5 Emission d’ondes par des mouvements vorti-
caux non-stationnaires

L’étude analytique de 'ajustement géostrophique se placait dans un cadre
(pas de variation dans une direction) ou les solutions géostrophiques étaient
des solutions exactes et stationnaires. En général cependant, les mouvements
vorticaux sont non-stationnaires, ce qui fait qu’ils peuvent exciter des ondes.
Ce mécanisme d’interaction entre la composante vorticale et les ondes est
appelé émission spontanée ou émission de Lighthill. Elle a été étudiée dans le
modele de l'eau peu profonde |For94|, et a des conséquences fondamentales
pour la notion de variété lente [FMNOO].

Nous calculons explicitement (chapitre 6) ’émission d’ondes internes de
gravité par un vortex non-stationnaire, décrivons l'effet sur le vortex de cette
émission, et discutons des limitations imposées par cette émission au concept
de variété lente.
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Chapitre 2

Ajustement frontal dans le
modéle de I’eau peu profonde

’Le moins que l’on puisse demander & une statue
c’est qu’elle ne bouge pas.’

Salvador Dali.

L’ajustement d’anomalies frontales est analysé ici analytiquement dans
le modéle de ’eau peu profonde en faisant I’approximation que I’écoulement
est unidirectionnel (pas de variation dans une direction). Le modéle de I'eau
peu profonde unidimensionnel (RSW1D) est attrayant parce qu'’il contient les
éléments essentiels de la dynamique qui nous intéresse (la rotation et la gra-
vité, des états géostrophiques et des ondes) mais qu’il est assez simple pour
permettre d’avancer analytiquement et d’apporter des réponses claires a cer-
taines questions fondamentales : notamment, comme les états géostrophiques
sont des solutions stationnaires des équations complétes, il est possible d’ob-
tenir une séparation exacte de l’écoulement en une partie lente (stationnaire)
et une partie rapide’.

Un bref historique des études sur 'ajustement géostrophique dans ce mo-
déle est présenté en section 2.1. La description lagrangienne de ’écoulement
et ses avantages, notamment pour la séparation de 1’écoulemnt en parties
lente et rapide, sont présentés en section 2.2. L’article 'Frontal geostrophic
adjustment, slow manifold and nonlinear phenomena in one-dimensional To-
tating shallow water’est inclus, ainsi que quelques explications et illustrations
complémentaires en section 2.3. La séparation lagrangienne de ’écoulement
en parties rapide et lente permet de mieux comprendre les limites de l'in-
version de la vorticité potentielle, souvent utilisée dans ce but. Ce point
important est discuté en section 2.4. Enfin, les limitations de ce travail et les
perspectives qu’il ouvre ou suggere sont présentées en 2.5.

1Ceci est vrai aussi des écoulements axisymétriques ; 'ajustement géostrophique de vor-
tex axisymétriques dans des fluides stratifiés a été également été étudié (voir par exemple
[SHDF80, McW88, KP00]). Nous donnons dans ’annexe B de l'article inséré en 2.3 la des-
cription lagrangienne d’écoulements axisymétriques dans le modéle de ’eau peu profonde;
elle a les mémes avantages que pour les écoulements rectilignes.

23
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2.1 Historique

2.1.1 Le probléme classique d’ajustement considéré par Rossby

Rossby a été le premier [Ros38| a analyser le probléme de I’ajustement
d’une condition initiale hors équilibre vers I’équilibre géostrophique. Son but
était de mieux comprendre comment se répercute dans ’océan le forcage par
le vent d’un courant en surface. Il considére pour cela une hiérarchie de mo-
déles, dont le plus simple est le modéle de I’eau peu profonde unidimensionnel.
Partant d’une situation initiale ot le vent a mis en mouvement uniforme une
bande de fluide, sans en perturber la hauteur, il détermine I’état final ajusté
4 l'aide des conservations de la masse et du moment géostrophique?. Il ne
décrit pas le processus d’ajustement lui-méme, et ne montre pas que 1’état
final déterminé diagnostiquement est atteint. Enfin, notons que 1’équation
donnant cet état final est nonlinéaire, et qu’il peut la résoudre grace a la
simplicité des conditions initiales qu’il a choisies (c¢f aussi [Mih63| pour une
solution exacte).

Plusieurs résultats importants ressortent du travail de Rossby :

— le rayon de déformation : défini par

A=Y (2.1)

c’est I’échelle de longueur pour laquelle les effets de la rotation et les
effets de la gravité sont de méme ordre. Par exemple, de part et d’autre
du courant final s’établissent des contre-courants, qui décroissent ex-
ponentiellement avec la distance. L’échelle caractéristique de cette dé-
croissance est précisément ce rayon de déformation.

— la partition de I’énergie : ’état final contient, sous forme d’énergie
cinétique et potentielle, moins d’énergie que I’état initial, la différence
étant emportée par les ondes émises lors de ’ajustement. De plus cette
différence est beaucoup plus importante dans le cas d’un fluide baro-
cline que pour un fluide barotrope.

— le temps d’ajustement : Rossby n’a pas considéré en détail 1’évolu-
tion du fluide vers I'état ajusté; qualitativement, il suggére que ’ajus-
tement se fait sur une échelle de temps de I'ordre de f!.

L’étude de Rossby introduit le scénario qualitatif classique de l'ajuste-
ment : une anomalie hors équilibre géostrophique s’ajuste vers [’état géostro-
phique correspondant (conservant la masse, le moment géostrophique), en peu
de temps (de lordre de la période inertielle), en émettant des ondes. Cette
étude laisse cependant ouvertes certaines questions, d’'une part parce que
Rossby n’a considéré qu’une condition initiale particuliére, et d’autre part
parce qu’il n’a pas considéré ’évolution du fluide, mais seulement ses états
initial et "final’ :

1. I’état final est-il toujours bien défini (existence, unicité) a partir de la

condition initiale ?

2. cet état final prédit diagnostiquement est-il réellement atteint, et si
oui, comment (échelle de temps, décroissance de la partie rapide) 7 Si

2Le moment géostrophique M = v + fz est ’équivalent, dans les situations recti-
lignes que nous considérons, du moment angulaire dans les situations axisymétriques. Il
est conservé par les particules au cours de leur mouvement.
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I’état prédit diagnostiquement n’est pas atteint, quelle est 1’évolution
du fluide, qu’est-ce qui dans la partie rapide de I’écoulement empéche
cet état d’étre atteint ?

2.1.2 Approches linéaire et faiblement nonlinéaire

Obukhov |[Obu49| a traité le probléme de I’ajustement linéaire de condi-
tions initiales arbitraires (voir aussi Gill [Gil82]) : comme indiqué en intro-
duction, la vorticité potentielle est conservée en chaque point. Les ondes les
plus rapides (les plus courtes) s’éloignent avec une vitesse de groupe v/gH,
tandis que les ondes de fréquence proche de f (grandes longueurs d’ondes)
se dispersent lentement (cf par exemple [Was64|). La dispersion linéaire d'un
paquet d’ondes |Lig78| prédit que 'amplitude des ondes diminuera selon une
loi en t~1/2.

Blumen [Blu67, BW69, Blu72| a abordé le probléme d’ajustement par
une approche faiblement nonlinéaire, décrivant les premiéres corrections a la
solution linéaire. La partie ajustée de ’écoulement est ainsi mieux décrite (on
commence a tenir compte de ’advection), mais ces corrections nonlinéaires
ne modifient pas la dispersion des ondes, toujours en t1/2.

2.1.3 Simulations numériques de ’ajustement géostrophique
nonlinéaire

Les études mentionnées ont détaillé de nombreux aspects du probléme
de Rossby, mais seulement dans le cadre linéaire [Was64, Gil76], au mieux
dans un cadre faiblement nonlinéaire |Blu67, BW69|. Les effets fortement
nonlinéaires sur la partie rapide de I’écoulement n’ont pas été étudiés en dé-
tail : notamment, les chocs existent dans ce modéle (la dispersion due a la
rotation n’inhibe pas leur formation [Hou69]), mais ont peu été étudiés. La
dispersion des ondes n’a pas été étudiée au-deld de ’approximation faible-
ment non-linéaire sur fond de fluide au repos.

Pour étudier 'ajustement plus en détail dans des régimes véritablement
nonlinéaires, Kuo & Polvani ont procédé a des simulations numériques en
attachant un soin particulier & la description des chocs. Dans un premier
article [KP97], ils étudient le probléme d’ajustement d’une marche initiale de
hauteur (cf [Gil82]). Les chocs se révelent fréquents mais ne modifient pas le
scénario d’ajustement. Des intégrations longues leur permettent de considérer
le probleme du temps d’ajustement, et les auteurs suggérent que ce temps
est difficile & définir et dépendra de la définition choisie et du champ observé.
Notamment, il apparait dans leurs figures que les oscillations persistent plus
longtemps sur les champs de vitesse que sur le champ de hauteur, ce qui
correspond a la persistance d’ondes proches de la fréquence inertielle (les
oscillations inertielles n’ont pas de signature sur la hauteur). Kuo & Polvani,
toutefois, n’ont pas cherché & comparer la décroissance des ondes dans leurs
simulations & une loi classique en ¢~ /2. Dans un second article, ils utilisent
le méme modeéle pour analyser les interactions ondes-vortex. Le point clé
est ici la séparation de I’écoulement en ondes et vortex; nous y reviendrons
(section 2.4) aprés la présentation des résultats obtenus grace a ’approche
lagrangienne des équations.
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2.2 La description lagrangienne et ses avantages

Les études citées ci-dessus se placent pour ’essentiel dans un cadre eu-
lérien. L’approche lagrangienne a été utilisée pour déterminer diagnostique-
ment des états finals® en fonction des conditions initiales, mais elle n’a pas
été utilisée pour décrire ensemble de la dynamique du systéme?. Nous décri-
vons cette approche et montrons qu’elle se révéle trés fructueuse, notamment
pour séparer les ondes et la composante lente de I’écoulement. Avant d’in-
troduire le formalisme lagrangien, cependant, il est utile de faire un détour
par la formulation eulérienne perturbative, pour bien comprendre en quoi la
décomposition de ’écoulement y est ambigue pour les situations qui nous
intéressent.

2.2.1 L’ambiguité de ’approche eulérienne

Les équations eulériennes pour un écoulement sans variation dans la di-
rection y dans le modéle de ’eau peu profondes sont :

Oy + u0yu — fv + gozh =0, (2.2a)
0iv + udyv + fu =0, (2.2b)
Oth + 0, (uh) = 0. (2.2c)

Les états géostrophiques sont stationnaires et solutions exactes. La vitesse
transverse u est exclusivement associée a la partie rapide de I’écoulement : elle
est absente des états ajustés et elle ne contribue pas a la vorticité potentielle
(PV) :
[+ 0O
=

Considérons l'ajustement de conditions initiales hy, vy, wy proches de
I’équilibre géostrophique, avec uy < vy. Le rapport § < 1 entre les vitesses
transverses et paralléles au front fournit un petit paramétre qui permet d’ef-
fectuer une approche perturbative.

Sans détailler celle-ci, nous obtenons & ’ordre dominant des termes lents
(ho,vp), en équilibre géostrophique (fvg = g0zho). A l'ordre suivant nous
avons des corrections lentes en équilibre géostrophique, et des ondes dont la
structure est modulée par la présence de I’écoulement géostrophique (hg, vp).

Maintenant, comment initialiser & partir des conditions initiales hy, vy et
uy, comment séparer les ondes de la partie ajustée? Il est souhaitable d’iso-
ler la partie lente dans les termes (hg,vg), de fagon a ce que (hi,v1,up) ne
décrivent que des ondes. Ceci ne sera pas vérifié si 'on initialise naivement
en prenant hyg = hy, et en déduisant vy, ou si ’on choisit vy = vy, dont on dé-
duirait hg. Ces initialisations sont arbitraires et ne séparent pas I’écoulement
en parties lentes et rapides.

Une autre possibilité enfin est de choisir hy de maniére & ce qu’il soit
reponsable de la totalité de la vorticité potentielle initiale, c’est-a-dire obtenir

(2.3)

3L’état obtenu diagnostiquement ainsi est proposé comme état final, mais il n’est pas
montré, en dehors des approximations linéaire et faiblement nonlinéaire, que le fluide aille
effectivement vers cet état.

“Biihler, dans son travail non publié [B§3] a considéré cette approche pour analyser les
ondes nonlinéaires de ce modéle; nous avons eu connaissance de son travail alors que le
notre était en cours.
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ho par inversion de la vorticité potentielle. Les ondes ont cependant une
signature d’ordre 1 sur la vorticité potentielle & cause de ’advection, ce qui
fait de la vorticité potentielle, dans la description eulérienne, une variable
rapide. Ainsi, la séparation basée sur l'inversion de la distribution eulérienne
de PV n’est elle pas non plus satisfaisante, comme nous le redétaillerons dans
la section 2.4.

2.2.2 La description lagrangienne

Nous allons dériver ci-dessous les équations en variables lagrangiennes,
montrer quels sont les avantages de ce formalisme, et résumer briévement
les résultats obtenus dans l'article ’Id rotating shallow water : nonlinear
semi-geostrophic adjustment, slow manifold and nonlinear wave phenomena’
|ZMP02| présenté en section 2.3.

Notations

On note X (x,t) labscisse a l'instant ¢ de la particule® qui & I'instant
initial était en x. Les fonctions h(z,t) et v(z,t) désignent respectivement
la hauteur et la vitesse dans la direction y, & l'instant ¢, de la particule
qui & l'instant initial avait pour abscisse z. La vitesse transversale est donc
u(z,t) = 8, X (z,t) = X(x,t), le point étant utilisé pour désigner la dérivée
temporelle des variables lagrangiennes. La dérivation par rapport a la variable
spatiale sera souvent indiquée par un prime : 9, X (z,t) = X'(x,t).

Une autre ’étiquette lagrangienne’; a, sera introduite dans ’article. Elle
permet de simplifier encore les équations, mais sa signification n’est pas aussi
simple que z, position initiale des particules.

L’équation lagrangienne du mouvement

Les équations (2.2a)-(2.2b) pour les vitesses horizontales deviennent en
coordonnées lagrangiennes :

X — fu+gdxh =0, (2.4a)
b+ fX =0. (2.4b)

L’équation (2.4b) décrit la conservation du moment géostrophique v +
fX:

v+ fX =vr+ fx. (2.5)

Cette conservation permet de remplacer v dans la premiére équation. Par
ailleurs, la conservation de la masse va nous permettre d’exprimer la dérivée
selon X de la hauteur en fonction de dérivées selon = de la variable X. La
conservation de la masse d’une colonne de fluide s’écrit :

hy

h(z,t)dX = hr(z)dz, dou X' = o (2.6)

°1l s’agit en fait de colonnes de fluide paralléles & I’axe des y. Pour simplifier, nous les
désignons simplement par le terme ’particules’.
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On déduit de cette équation une expression de la dérivée dxh ne faisant
intervenir que X :

o oxr 0 h[ - i ﬂ
Oxh = 9% bu (X’) =X (X’) ' 27)

Nous obtenons donc une équation unique pour la variable X :

.. 1
X+f2X+F<

hr\'

F) = f(vr+ fzx). (2.8)
Cette équation a de nombreux avantages sur la forme eulérienne des équa-

tions :

1. Toute la dynamique du systéme est contenue dans une seule équation
pour une variable, X. Les autres variables, v et h, se déduisent par
(2.5) et (2.6) respectivement.

2. La séparation entre une composante lente et une composante rapide est
simple et sans ambiguité : la composante lente correspond a la solution
stationnaire de 2.8,

1

X+ — (h’

v () =f+fa), (29

et la composante rapide de I’écoulement correspond au reste.

Cette derniére remarque peut se formuler différemment : la partie lente d’'un
écoulement est donc I’état stationnaire a 1’équilibre géostrophique qui a les
meémes distributions lagrangiennes de PV et de moment géostrophique que
I’état initial ; c’est ’état prédit par les études diagnostiques de l’ajustement
géostrophique. Il apparait naturellement dans la description lagrangienne de
I’écoulement, mais n’apparait pas dans la description eulérienne.

2.2.3 Reésumé des principaux résultats

— Pour un état ayant une vorticité potentielle partout positive, dont la
dérivée est a support compact, et pour lequel les asymptotiques de la
hauteur sont connus en %00, il existe un unique état ajusté correspon-
dant aux conditions initiales (cf section 5 de l'article).

— La présence d’un jet intense modifie la structure des ondes, et peut
changer leur dispersion : il est possible d’avoir des 'modes quasi-stationnaires’
(analogie avec, en mécanique quantique, des modes s’échappant lente-
ment par effet tunnel d'un minimum local de potentiel (c¢f section 5 de
Particle, et 2.3.1 ci-dessous)). En revanche, les modes piégés (onde qui
aurait une structure spatiale fixe et localisée) sont exclus.

— le formalisme lagrangien permet de retrouver les ondes nonlinéaires
qui sont des solutions exactes du modéle RSW1D ([Shr81, Shr86, B93],
section 6 de l’article). Ces ondes seront une des différences importantes
entre 'ajustement dans un domaine périodique et dans un domaine
infini.

— Un critére semi-quantitatif pour 'apparition des chocs est obtenu (sec-
tion 7 de l'article, et 2.3.1 ci-dessous). Il importe de comprendre o les
chocs se forment car la dissipation qu’ils induisent est locale et donc
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inhomogéne. Notre critére indique que apparition de chocs est favori-
sée le long de caractéristiques provenant de régions de forts gradients
de h ou traversant des régions anticycloniques.

2.3 ’Frontal geostrophic adjustment, slow manifold and non-
linear phenomena in one-dimensional rotating shallow
water’



CHAPITRE 2.

Frontal geostrophic adjustment, slow manifold
and nonlinear wave phenomena in
one-dimensional rotating shallow water

V. Zeitlin {7 S.B. Medvedev fand R. Plougonven I
TInstitute of Computational Technologies,
6 Lavrentiev av., 630090 Novosibirsk, Russia
ILMD, Ecole Normale Supérieure,
24, rue Lhomond, 75231 Paris Cedex 05, France

submitted to Journal of Fluid Mechanics

Abstract

The problem of nonlinear adjustment of localized front-like perturba-
tions to a state of geostrophic equilibrium (balanced state) is studied in
the framework of rotating shallow-water equations with no dependence
on the along-front coordinate. We work in Lagrangian coordinates which
turns out to be conceptually and technically advantageous. First, a per-
turbation approach in the cross-front Rossby number is developed and
splitting of the flow into slow and fast components is demonstrated for
non-negative potential vorticities. We then give a nonperturbative proof
of existence and uniqueness of the adjusted state, again for configura-
tions with non-negative initial potential vorticities. We prove that wave-
trapping is impossible within this adjusted state and, hence, adjustment
is always complete for small enough departures from balance. However,
we show that retarded adjustment occurs if the adjusted state admits
quasi-stationary states decaying via tunneling across a potential barrier.
Description of finite-amplitude periodic non-linear waves known to exist
in configurations with constant potential vorticity in this model is given
in terms of Lagrangian variables. Finally, shock formation is analysed and
semi-quantitative criteria based on the values of initial gradients and rel-
ative vorticity of initial states are established for wave-breaking showing,
again, essential differences between the regions of positive and negative
vorticity.

*corresponding author: zeitlin@lmd.ens.fr
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1 Introduction

The main motivation for the present study is the problem of geostrophic adjust-
ment. Indeed, what is called below the one-dimensional rotating shallow water
(1dRSW), i.e. the standard shallow water model on a rotating plane (2dRSW) !
where the dynamical variables do not depend on one of the spatial coordinates,
is the simplest possible model for studying this phenomenon. As such, it was
first used in the pioneering work by Rossby (1938) (cf. also Gill (1982)).

Geostrophic adjustment is a process of relaxation of an arbitrary initial per-
turbation to a corresponding state of geostrophic equilibrium, i.e. the equilib-
rium between the pressure force and the Coriolis force. The standard scenario
of adjustment established in the classical works of Rossby (1938) and Obukhov
(1949) (see Blumen (1972) for a review of subsequent work) consists of initial
disturbance emitting fast inertia-gravity waves and tending to a slow-evolving
geostrophically balanced flow which bears the whole of the initial potential vor-
ticity (PV). The adjustment process, thus, provides a basis for splitting of the
flow into fast and slow components which is essential for meteorological and
oceanographic applications. For example, in weather prediction it allows, after
proper initialization, to filter fast waves, insignificant for most of synoptic pur-
poses, and to follow only the slow vortical component of motion. In practice it
is, of course, done in more sophisticated models than RSW. However, this latter
was historically the first one used for this purpose.

The height perturbation defining completely the geostrophic PV, the essen-
tially 1d approach of Rossby’s (1938) was to use the pointwise conservation of
PV in order to write a differential equation for the height distribution of the
final state which is presumed to be completely adjusted starting from the PV
of the initial state. All intermediate stages of the adjustment process are, thus,
omitted as only the initial and the final states are considered. Obukhov’s (1949)
approach was a thorough treatment of the problem in the linear approximation
(valid for vanishing Rossby numbers) in 2d, wave emission included.

The nonlinear geostrophic adjustment of single-scale vortex-like disturbances
in 2dRSW was recently studied in detail by Reznik, Zeitlin & Ben Jelloul (2001)
by means of the multi time-scale perturbation theory in Rossby number. Both
slow and fast components of motion were completely resolved in the first three
orders of the perturbation theory. Although the classical scenario of adjustment
and fast-slow splitting were, generally, confirmed, it was also demonstrated that
large-scale large-amplitude initial perturbations contain near-inertial oscillations
which stay coupled to the slow vortical component of the flow for a long time
and, thus 'retard’ the adjustment process with respect to the standard scenario
of fast inertia-gravity waves emission.

Some important questions remain open in what concerns the fully nonlinear
geostrophic adjustment. First of all, it is the question of existence and unique-
ness of the balanced state or, more generally, the question of the slow manifold
— a key problem in geophysical fluid dynamics (see, e.g. Leith, 1980 and, for

las usual in geophysical applications, the centrifugal force will be neglected and molecular

dissipation will be absent in what follows
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a recent discussion, Ford, Mclntyre & Norton, 2000). Second, if it exists, is
the balanced state always attainable? And, if yes, what is the characteristic
relaxation time? (It was argued by Rossby (1938) that the adjustment process
is very fast.) A related question is whether adjustment is always complete?
(One may think, for instance, of possible trapped-wave modes in the interior of
the balanced vortex core.) Finally, what is the influence of essentially nonlinear
wave effects, such as wave-breaking, on adjustment? (The PV is not conserved
anymore if wave-breaking takes place.)

In spite of its evident degeneracy, the 1dRSW model still contains all essen-
tial dynamical ingredients of the adjustment process: fast inertia-gravity waves
and ’vortices’, which become transverse jets in this context. The PV is con-
served and the states of geostrophic equilibrium are stationary solutions of the
equations of motion (’slow manifold’). Being, however, essentially simpler than
the full 2dRSW it allows to go further both analytically and numerically in
trying to answer the above-posed questions. Note that adjustment in 1dRSW
model is, properly speaking, semi-geostrophic (cf. e.g. Pedlosky (1984)) as it is
the adjustment of fronts and jets which takes place in one (cross-front) spatial
direction. Recently a study of the full nonlinear adjustment problem in the
1dRSW was undertaken numerically by Kuo & Polvani (1997) who analysed
the relaxation of the stepwise perturbation of the surface elevation and demon-
strated formation of secondary shocks. Nevertheless, a good agreement of the
final configuration with Rossby’s scenario was found. The same authors (Kuo &
Polvani, 1999) considered non-linear wave-vortex (jet) interactions, again in the
framework of 1TdRSW, by studying scattering of wave-trains on jets and found
by numerical simulations supported by asymptotic analysis a re-adjustment of
jets to their initial form, while shock-formation by strong height perturbations
was again observed. It should be noted in this context that the fully nonlinear
geostrophic adjustment problem rejoins a general fluid dynamics problem of the
influence of rotation on shock formation an propagation.

The aim of the present paper is to fully exploit the simplicity of the 1dRSW
model by using analytic tools and to give definite answers to some of the above-
mentioned questions as well as interpret the existing numerical results. The
key ingredient of our approach is the use Lagrangian variables which proves
to be crucial. The plan of the paper is as follows. After a brief discussion of
the model in Sect. 2 we introduce Lagrangian variables in Sect. 3 and show
that 1dRSW may be reduced to a single second-order PDE well-adapted for
studying the initial-value (= adjustment) problem. We present then in Sect. 4 a
perturbative approach to adjustment in these variables and prove the absence of
trapped modes. The existence and uniqueness theorem for the nonperturbative
balanced state in the case of non-negative initial PV is then proven in Sect.
5 and the relaxation of arbitrary initial perturbations to this adjusted state is
discussed. We analyse nonlinear periodic waves in 1dRSW (Shrira, 1981, 1986;
Grimshaw et al, 1998) in the Lagrangian framework (Biihler, 1993) in Sect.
6. Finally, by using the Lax method (Lax, 1973; Engelberg, 1996) we study
conditions of the shock formation in the presence of rotation in Sect. 7. Sect.
8 contains conclusions and discussion. We present a proof of existence and
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uniqueness of the adjusted state (=slow manifold) in Appendix A. In Appendix
B we give another one-dimensional version of RSW equations which corresponds
to axisymmetric flows and may be useful in applications.

2 General features of the model

Shallow water equations on the rotating plane with no dependence on one of
the coordinates (y) are :

Owu +udpu — fo+goh = 0 (1)
O +udyv + fu =
Oth +u0,h+ho,u = 0.

Here u, v are the two components of the horizontal velocity, h is the total fluid’s
depth (no topographic effects will be considered), f is the (constant) Coriolos
parameter and g is acceleration due to gravity. Here and below 0, 9, ... denote
partial derivatives with respect to corresponding arguments and &2, etc denote
the second derivatives. Physically the model represents the classical 1d shal-
low water (cf. e.g. Witham, 1974) with a transverse flow added, all under the
influence of the Coriolis force. Due to the presence of the transverse jets the dy-
namics is not purely one-dimensional, but rather ’one-and-a-half’ dimensional.
In what follows we are mainly interested in the behaviour of localized jets (lo-
calized distributions of v(x)) and/or fronts (localized distributions of 9,h(z)).
Hence, the front/jet stretches along the y axis and we will often call u the cross-
front velocity. In general, we will call a configuration front-like if u, v, 9, h have
a common compact support in z.

The model possesses two Lagrangian invariants: the generalized momentum
M = v+ fz and the potential vorticity (PV) Q = (0,v + f)/h .

(8,5 + Uax)M = O, (8t + U@x)Q =0. (2)

Linearization around the rest state h = H gives a zero-frequency mode and
surface inertia - gravity waves with the standard dispersion law:

w=£(Ek + )3, (3)

Here ¢y = \/gH, w is the wave-frequency and k is the wavenumber. As usual,
one may evoke a parallel between the shallow-water dynamics and gas dynamics
(modified by rotation), so ¢g is analogous to the sound speed.
The steady states corresponding to the zero mode are the geostrophic equi-
libria:
fv=90h, u=0 (4)

which are the exact stationary solutions (note this important difference with
2dRSW, where they are not). Hence, in the state of geostrophic equilibrium
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velocity is entirely determined by the height perturbation and the geostrophic

PV is 052 b
QW = <H+> . (5)

Note that a geostrophically adjusted front correspond to a stepwise h with a jet
in v given by (4). In what follows we will mostly limit ourselves by finite-energy
localized front-like configurations as initial conditions for (1), thus excluding
‘non-adjustable’ infinite-energy (cf. (4)) configurations like, for instance, a con-
stant shear v ~ z.

3 Lagrangian approach to 1d RSW

As will be seen below, it is physically more transparent and technically advanta-
geous to use the Lagrangian version of (1). For this purpose we introduce coordi-
nates of the Lagrangian 'quasi-particles’ 2 X (z,t) via the mapping z — X (z,t),
where = (Lagrangian label) is a quasi-particle’s position at t = 0 and X - its
position at time ¢. From the Eulerian point of view X are just the Eulerian
coordinates, but we use the notation x for Lagrangian labels as the standard
notation a is reserved for another purpose - see below. Hence X = u(X,t) and
the overdot will denote the (material) time-derivative from now on while the
prime (e.g. X' = 9,X) will be used for differentiation with respect to x for
compactness. The two first (momentum) equations of (1) are then rewritten as

X —fuo+gdxh = 0,
v+ fX = 0, (6)

where v is considered as a function of x and ¢t. By virtue of mass conservation
h evolves from its initial distribution hr(x) on via the Jacobi transformation

h(X,t) = hi(x)dxz. (7)

By differentiating this equation (or, rather, the corresponding equation for h=1)
in time it is easy to check that it is equivalent to the continuity equation

h+ hoxX =0. (8)
The second of the equations (6) may be immediately integrated giving
v(z,t) + fX(z,t) = F(x) , 9)

where F'(z) is an arbitrary function to be determined from the initial conditions.
If vy (x) is an initial distribution of the transverse velocity then

F(z) = fe+vr(z). (10)

2in fact, real Lagrangian particles are moving both in  and in y directions in the model;
we introduce quasi-particles: strings moving only in z
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By applying the chain differentiation rule to (7) we may express the partial
derivative 9x as follows

1 XII

— —_— I— [e— —
Oxh = 0x (hi(z)0x X) = h} ) hi(z) ) (11)
and, thus, get a closed equation for X:
!
° . 1 gh[ 1
2 ! —
X+ f X+ghIW+T[(X')2] =fF. (12)

It is more convenient to rewrite this equation in terms of the deviations of
quasi-particles from their initial positions X (z,t) = = + ¢(z, t):
!

v g 1
1+¢)° 2 [1+¢)°

This equation is to be solved with initial conditions ¢(z,0) = 0; ¢(x,0) = us(z),
where uy is the initial distribution of longitudinal velocity. The case of a front-
like disturbance corresponds to h’, ur, vy with a common compact support.

It is clear from its form that equation (13) is well-suited for studies of the
Cauchy problem in 1d RSW which is equivalent to the nonlinear geostrophic ad-
justment problem. An example of low-resolution calculation using the standard
MATHEMATICA routine NDSolve is presented on figure 1 giving a coarse-
grained picture of adjustment.

Note that in the absence of rotation, f = 0, the nonlinear equation (12)
contains only derivatives of X and not X itself and may be reduced to a linear
problem (i.e. completely integrated) by the hodograph method using X, X' or,
equivalently u,h as new variables and swapping dependent and independent
variables: = z(u,h), t = t(u,h). A linear PDE for z then results - cf e.g.
Landau and Lifshitz (1975). The presence of rotation makes the hodograph
transformation ineffective.

¢+ f2p+ gh} = for . (13)

4 Perturbative semigeostrophic adjustment

We start our study of (13) with a straightforward perturbation analysis by
noting that if the initial conditions vy and Ay are in geostrophic balance

ghy = for, (14)

then ¢ = 0 is an exact solution of (13). Therefore, for small deviations from
the exact geostrophy eq. (13) may be linearized and solved perturbatively. A
necessary condition for this is smallness of the initial imbalance Ay = fv; — gh’
which will be supposed throughout this section. It is easy to show that this
condition is equivalent to the smallness of the (cross-front) Rossby number

U

Ro = f—L, (]_5)
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Figure 1: Geostrophic adjustment of the double-jet configuration (chosen for
technical reasons of spatial periodicity) with Gaussian profile of initial eleva-
tion: hr(x) =1+ e~ and slightly imbalanced vr(z) = —=2(x + 0.2 sin(z)) e~
and ur(z) = 0.1 *", as obtained by straightforward numerical integration of
equation (13) using the standard MATHEMATICA routine NDSolve. Time and
initial positions of Lagrangian particles are along the horizontal axes, the par-
ticle displacement ¢ is along the vertical axis. Emitted fast gravity waves and
slowly dispersing quasi-inertial oscillations are clearly seen, as well as systematic
displacements of fluid particles necessary to reach the final adjusted state. At
least one shock forms and propagates towards the left, in agreement with the
results of Section 7, but because of insufficient resolution, it results in the fuzzy
region on the left.

where U and L are characteristic velocity and scale of the cross-front motion.
One of the advantages of the Lagrangian approach is that the (small) imbalance
Aj enters the perturbative equations as a whole, while if one tries to apply
the perturbation theory in Ro in the Eulerian equations (1) it is necessary to
attribute the initial imbalance either to v; or to hy. The perturbation series
then, at least in what concerns its form, will be different in the two cases.
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The linearized (first order) equation (13) is

¢+ f2¢ — 29018 — ghr¢" = Ar (16)

_ We represent the solution as a combination of slow and fast components: ¢ =
¢+ ¢ where the overbar denotes the time mean and the tilde means fluctuations
around it. For the time-mean (zero mode) one gets

20 —2gh7¢" — ghrd" = Ay, (17)

a linear second-order inhomogeneous differential equation. It is useful to rewrite
this equation in terms of the new variable ® = gh;¢. By dividing by gh; one

gets: )
"
—" 4 (—f +gh1) B =4, (18)
ghr
where we see the geostrophic PV constructed from the initial height perturbation
Qg‘q ), cf. (5), coming into play. Equation (18) is a linear inhomogeneous ODE
with variable coefficients and its solution may be obtained by the method of
variation of constants once solutions of the homogeneous equation are known.
We are mostly interested in the frontal case where Ay is a compact support
function and h; - monotonous with constant asymptotics. Solutions of the
homogeneous equation are then exponentially growing/decaying at both spatial
infinities. However, it is not obvious that a decaying at both spatial infinities
solution of the inhomogeneous equation may be found for arbitrary Qgg )(x)
By the same method which is used below in the full nonperturbative proof (cf.
Appendix A) we are only able to show that a unique solution ¢4(x) of (17) exists

in the case when the geostrophic PV is non-negative: Q%q ) > 0.
For the variable in time (fast) part of the solution a homogeneous equation

6+ 26 — 201y — ghid" =0 (19)

results. By introducing a new variable ® = gh ]gg this equation may be rewritten
as .

®+ (f2 + ght)® — gh®" =0 (20)
and, again, the geostrophic PV enters. Solution of the Cauchy problem for

arbitrary initial conditions QNSI, uy = QNSI can be obtained via e.g. the Fourier
> etwtd(x, t)dt for which we get:

transform ¥(z,w) = [~ e
hl’
N kB
_or 4 |4 _ Yy —o. 21
g hr ghr )

Note that Qgg ) plays a role of potential in this Schrodinger-type equation.
As ¢y = o1 + g;] = 0 the initial condition for ¢ and, hence, ® follows once é
is found: ¢; = —¢.
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This procedure may be repeated order by order in amplitude of ¢ along the
lines of Reznik, Zeitlin and Ben Jelloul (2001) with a difference that solutions of
the zero-order approximation (18), (20) are not known explicitely as these are
equations with non-constant coefficients. This difficulty is, however, technical,
rather than principal. Solution of (20) represents a packet of inertia-gravity
waves propagating out of the initial localized perturbation plus, possibly, some
bound states (trapped modes). Hence, at least at the present perturbative
level, the adjustment scenario depends on the absence (complete adjustment)
or presence (incomplete adjustment) of the trapped modes. We demonstrate
below that trapping by an isolated front is impossible.

A simple argument shows that the trapped modes should be sub-inertial,
i.e. having a frequency below f. Consider the Fourier-transform of ¢: ¢ =
[ dw (¢(w,z)e™™" + c.c). Then for each Fourier-component t(w,z) we get
from (19):

ghid" + 2ghi! + (0° — ) =0 (22)
which is equivalent to (21). In the case of a front-like initial configuration the
asymptotics of ¢; and u; at infinity are zero and those of h; and QW) are
constant:

f

h =h @l =L 23
e =has Q9] = (23)
Hence, at © — +o00 eq. (21) becomes
f2 _ w2
A e A | 24
gh+ (24)

and in order to have decaying at spatial infinity bound states we should have
w < f. We will show now that this is impossible.

By multiplying (22) by ghst*, where star denotes the complex conjugation
we get

5 (P ) = P!+ (& — f2) ghu™ = 0 (25)

and, thus, for decaying at +oo states an estimate

+oo 2
dx ghy |
[ dx ghr [

follows by integration. Thus, we arrive to a contradiction. Hence, there are no
sub-inertial trapped modes in the model and the frequency spectrum is con-
tinuous. Therefore, all of the initial ¢ - perturbation will be dispersed leaving
only the stationary part ¢, in the vicinity of the initial perturbation. As shown
in Reznik, Zeitlin and Ben Jelloul (2001) the outgoing waves do not exercise
any drag upon the stationary state in lowest orders in Ro and, thus, slow and
fast variables are split, at least for non-negative PVs in the perturbation the-
ory. The speed of relaxation towards the adjusted state will depend on further
details of the potential Q9. If quasi-stationary states, i.e. those which decay
only by sub-barrier tunnelling, are present the decay rate will be exponential,

w’ = f+
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as is well-known from quantum mechanics (cf. e.g. Migdal (1977)). Otherwise
the decay will be dispersive according to ¢t~ 2 law. Here and below we mean by
decay a time-decrease of the amplitude of a spatially localized perturbation.

5 The non-perturbative slow manifold and fur-
ther discussion of the relaxation process

The X- variables we introduced before have clear physical meaning and allow to
directly incorporate the initial conditions on the free-surface elevation and along-
front velocity into the evolution equation (12). However, it is technically simpler
to work with partial differential equations with constant coefficients. This goal
may be achieved by an additional change of variables = z(a), which "straight-
ens" the initial elevation profile hr(z). We get a following relation between .J
and h (we remind that h is everywhere positive): J = 0X/da = H/h(X,1),
where the uniform mean height H is introduced. By the chain differentiation
rule we get gOxh = 0,P, where P = gH/(2.J?) is the pressure variable. The
Lagrangian equations of motion then take the form:

w— fv+0,P =0, (27)
o+ fu=0, (28)
J — 8,u = 0. (29)

This system? is equivalent to a single equation, which may be as well obtained
by differentiation and change of variables from (12) and, thus, is describing the
full dynamics of the model:

J+ 2+ P=fHQ, (32)

where Q(a) - potential vorticity in a- coordinates: Q(a) = & (9.v(a,t) + fJ(a,t)) =
7 (Oavr(a) + fJi1(a)).

The nonperturbative slow manifold is a stationary solution J;s of (32). For
a given set of (localized) initial conditions it represents a stationary state with
the same potential vorticity as the initial one. We have:

g & (1
f da? \ 2J2(a)

) T fJu(a) = HQ(a). (33)

3These equations may be obtained, as well, from the original Eulerian system (1) by trans-
forming the independent variables via solution (see for details Rozdestvenskii and Janenko

(1978))
da = h(z,t)dr — h(z,t)u(z,t)dt, dr = dt, (30)

where q is called a Lagrangian mass variable. For positive h one gets
Or =h0y, 0t =0r —hudy, =0r —u0, (31)
and the system (27 - 29) results.
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This equation is nonlinear and can be rewritten as a non-autonomous ODE
describing the motion of a material point in a given potential under the action
of a "time"-dependent force, where "time" is a. Using the non-dimensional
pressure variable p = P/(gH) and introducing the Rossby deformation radius
R%2 = gH/ f* we get:

%++— =2Q. (34)
d

The corresponding boundary conditions are: the external force (the r.h.s.) ex-
actly equilibrates the potential force (the second term in the L.h.s.) at a = £oc.
Hence, a stationary solution, if it exists, is a separatrix trajectory relating two
states of unstable equilibrium for this simple one-dimensional system. Thus,
the balanced solution resembles soliton or instanton solutions in a number of
physical models.

It turns out, in spite of this tempting interpretation, that it is simpler to
analyse the problem by re-introducing X via the change of variables dX = Jda
which gives

g d*h(X)
f dXx?
Here PV is considered as a function of X via the inverse mapping = = z(X,t)

(0r a = a(X)): Q(X) = sy (f + 222D,

The following Theorem, which gives sufficient conditions for existence and
uniqueness of the slow manifold may be proven then (the technicalities of the
proof are standard for the ODEs theory and are given in Appendix A):

Theorem. For positive Q(X) with the derivatives with compact support and
arbitrary constant asymptotics (frontal case) equation (35) has a unique bounded
and everywhere positive solution h(X) on R! .

It is worth noting that as any separatrix trajectory this solution is exponen-
tially unstable as trajectories close to it diverge exponentially, which is worth
remembering while trying to find it numerically.

Another remark is that, in general, positiveness of @ is a sufficient condition
for the absence of inertial instability (cf. e.g. Holton (1979); this instability as
such is absent in 1d RSW due to its one-dimensionality). A slow-manifold in the
proper sense exists in 1dRSW with non-negative PV because the geostrophically
balanced states are necessarily steady (cf. (4)). In the full 2dRSW they may be
unsteady and, thus, subject to the Lighthill radiation making the slow manifold
"fuzzy" (Ford, McIntyre & Norton, 2000).

Finally, the proof of the Theorem is not constructive in the sense that it
uses the mapping x = z(X,t) which is not known explicitely. However, the
Lagrangian conservation of PV guarantees that this mapping preserves the pos-
itiveness of PV and its asymptotics at infinity (provided infinity is a fixed point).

Linearization around the true adjusted state denoted by a subscript s gives:

+h(X) Q(X) = —f. (35)

u=1, v=uvs+07, J:Js—i—j,

i — fo— gHO,(J]J?) =0, (36)
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U+ fu=0, (37)
J — Ouu = 0. (38)

By using N
fJ+08,5=0 (39)

it is easy to get a single equation for J and Jor for ¥

T+ f20 — gH®? (J]J3) =0, &+ 26— gHu(9,5/J%) =0,  (40)

which are equivalent, as it is easy to see by applying (39).
Let us consider solutions of the following form:

J=J@e “ +cc., ©=0t(a)e ™ +cc. (41)
Then the corresponding equations for J and % are
3ga(gHsj) + ( - f2)j =0, 0u(gHs0,0) + <w2 - fz)ﬁ =0, (42)

where we denoted H, = H/J2. We choose the equation for ¢ for further analysis
because it is self-adjoint. Note that supra-inertiality of w and, hence, the absence
of trapped states follows trivially from (42). By using a new dependent variable

(0
v
gH?

we transform the stationary equation to the two-term canonical form

el ) ()

Rewritten as

U=

(43)

2

% + ki (a)y =0, (45)
this equation can be interpreted as that of an oscillator with variable frequency
ky(a) (or as a Schrodinger equation with a potential V' and an energy E such
that k7, = E —V(a)). It is clear that k, can be negative for w > f and suitable
H,. This means that for certain intervals on the z - axis the wavenumber k,, may
be imaginary (tunnelling) and quasi-stationary states may exist. For example,
in the situation presented in figure 1 we have a double-jet configuration falling
into this class.

Hence, for any non-negative distribution of initial PV a corresponding iso-
PV stationary state exists and the linear analysis shows that small perturba-
tions relax towards this balanced state by emission of inertia-gravity waves.
The relaxation law is, in general, a combination of a dispersive t~2 and
exponential o< e~ decays (cf. Migdal, 1977) the latter being provided by the
quasi-stationary states, if present. Whether large-amplitude perturbations relax
remains an open question.
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Note that although we concentrated above on the Cauchy problem, scatter-
ing of wave-trains of sufficiently small amplitude may be also considered in the
framework of (40). The absence of the bound states means that there is no res-
onant scattering which corroborates the numerical results of Kuo and Polvani
(1999).

6 Nonlinear waves

It is known (Shrira, 1981, 1986; Grimshaw et al, 1998) that the 1dRSW model
admits nonlinear periodic wave solutions with amplitudes bound from above by
some limiting value. In this section we show that the demonstration of this fact
becomes straightforward in the Lagrangian picture, which was first noticed by
Biihler (1993) who discovered the nonlinear waves in the model in this way.*
In the adjustment context these nonlinear waves are important in the case of
periodic boundary conditions frequently used in numerical simulations. The
very fact of their existence means that scenarios of adjustment will be different
in the closed (circle) and open (whole z-axis) domains in 1TdRSW.

Consider equations (27, 28, 29) and look for stationary-wave solutions in
the form u = w(¢),v = v(&),J = J(£), where £ = a — c¢t. By eliminating u
via u = %v’ , where prime denotes the ¢ - differentiation in this section, one
gets from the equation (29) that fJ + v’ = const. From the definition of PV it
follows that this constant is equal to () H and, hence, the PV should be constant
for stationary waves to exist. The value of @) is thus fixed to be @ = f/H. The
equation for v resulting from (27) after elimination of v and J is

f2 gH .5 1 I

’U” + —21) + ﬁf m =0 (46)

and may be integrated once after multiplying it by (¢?/f?)v’ giving an integral
of motion 2

1
H= <f2 ? 407 —gH > const. (47)
By using v’ = f(1—J) and fv=c*J" + gH (1/2J2)I this may be rewritten as
1 1\ (1—J)?
H=3 R: | M?T + <ﬁ)] +M2(1—J)2—T : (48)

where we used the same notation for the integral, although it is renormalized
by ¢ with respect to (47), and introduced the Mach number M = ¢/co, where
co = /gH and Ry = co/f. The result may be reduced to the standard ’particle-
in-a~well’ mechanical problem:

J? 1 V() -H

> TRar e 19

4We learned about this unpublished result when the present paper was already in prepa-
ration.
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Figure 2: a) The ‘prepotential’ V' (J) (dashed line), for M = 2, and the full
‘potential’ U(J) for H = 0 and Ry = 1 (solid line). b) ‘Potential’ U(J) for
three values of the constant H: the critical value #. = 0.1013... (solid), 0.101
(dotted curve), and 0.05 (dashed curve). A nonlinear wave can exist for values
of H such that the potential has two zeros for strictly positive values of J. For
H = H,. this is no longer the case.

1 _V()-H

R2 (M2—J—3)?
singular ’potential’ built from the ’pre-potential’ V' (J) = % (M2 —J2)
and a constant ‘H, and the ’particle’ moves always on the zero-energy level. The
turning points of the particle’s trajectory are, thus, zeros of the potential (cf.
figure 2) and a stationary-wave solution exists for the values of parameters such
that there is a potential well bounded by two positive zeros (J is positive by
definition). For positive J the pre-potential V' has one double (J = 1) and one
simple (J = M ™) zero separated by a local extremum at J = M™% which is a
maximum in the ’supersonic’ (M > 1) and a minimum in the ’subsonic’ (M < 1)
case. The position of zeros of the whole potential If are easy to understand from
this structure of V' which should be vertically shifted by H to get the numerator
of U. As U has a singularity at the local extremum of V' there are no regular
bounded solutions of the problem (49) in the ’subsonic’ case. On the contrary,
in the ’supersonic’ case the oscillating solutions are possible. Depending on the
value of ‘H their amplitude varies from zero to a maximum value corresponding
to the coincidence of a zero and the pole of ¢/. This value, which is reached at

2 3
H=U (M_%) = % (M§ - 1) would give a cusp in the profile of J (reflection

where J is the particle’s ’coordinate’, £ is 'time’, U(T) = is a
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of the particle from the vertical wall). It is, however, inattainable due to a
mutual cancellation of the zero and the pole at the corresponding value of H
and, thus, represents an asymptotic limit of the stationary waves’ amplitudes.
Note that for J close to one (49) becomes a harmonic oscillator equation with
(spatial) frequency squared equal to

1

kQ = =5 -
IARTEY

(50)

Recalling the definition of M this gives ¢> = ¢2 (1 + k=2R_?) which is equivalent
to the inertia-gravity waves’ dispersion relation (3). Hence, stationary nonlinear
periodic waves are finite-amplitude analogs of standard infinitesimal inertia-
gravity waves - cf. figure 3. However, their amplitudes cannot exceed a limiting
value. The deviation of the emitted waves from linearity in the case of strong
initial perturbations should manifest itself in the adjustment process, especially
in the periodic geometry.

h

Figure 3: Height profiles of stationary nonlinear waves in physical space for
various values of M and H, with Ry = 1. The waves of shorter wavelength have
a Mach number M = 2, those with longer wavelength have M = 3. The two
limiting asymptotics (1 = H.) are the dotted curves; the solid lines correspond
to H = 0.9H. in both cases. Finally, for M = 2, the wave corresponding
to H = 0.5H. is also shown (dash-dotted curve). Note that the maximum
amplitude and wavelength increase with M.

7 Wave breaking and shocks in Lagrangian vari-
ables

In order to analyse shock formation in Lagrangian variables we are using Lax’s
method (Lax, 1973), following Engelberg (1996).

Let us rewrite the Lagrangian equations of motion in a-variables as a system
of two equations (to avoid cumbersome formulae, all dimensionful parameters
are taken to be equal to unity in this section; correct dimensions are easy to
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recover)

UW+0p = v,

J—0u = 0, (51)

where v is not an independent variable and should be determined from 0,v =

Qa) — J.

This is a quasi-linear system

(5 ERG)-()

The eigenvalues of the matrix in the Lh.s. are py = +.J % and the corre-

sponding left eigenvectors are (1 ,xJ _%). Hence, the Riemann invariants are

wy —ux 2J-% and we have
Wa + p4O0w4 = 0. (53)

Expressions of original variables in terms of wy are

1
u= §(w++w,), (54)
16
J = 0 55
3
Wy — wW_
ui:i(7+4 ) . (56)
In terms of the derivatives of the Riemann invariants r+ = d,w4+ we get
. 0
Pt + ptOurs + ass rore + s rory =0,v=0Q(a)—J, (57)
8w+ 5w,

which may be rewritten using "double Lagrangian" derivatives along the char-

acteristics Cg—’; =7+ pui0,r as
dry  Op+ Opt
—+ — —Tr_ry = —J. 58
ds dw, t ooy T-TE Q(a) (58)

Wave-breaking and shock formation correspond to r+ reaching the limit +o0 in
finite time.
In terms of the new variables Ry = e*ry, with A = (3/2) log |wy —w_]|,
equations (57) may be rewritten as
dR+ At o A
— =—e "—R —J 59
di . € Owy rte (Q(G) ) ’ ( )
where dpy /0wy = (3/64)(wy —w_)? > 0.
This is a generalized Ricatti equation and from its qualitative analysis (see
Lemmas 1 and 2 in (Engelberg, 1996)) it follows that:
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Figure 4: Shock formation in two reversed double-jet configurations given in the
upper and the lower row, respectively, calculated by MATHEMATICA integra-
tion of equation (13). The left column displays two sets of initial conditions:
hr (solid) and v; (dashed) are always in geostrophic equilibrium, and a per-
turbation is provided entirely by u; (dotted). The middle column shows the
corresponding initial profiles of Ry (solid) and R_ (dashed). According to the
results of Sect. 7, shock formation, i.e. the appearance of a singularity in R4,
is favoured in the regions with sufficiently negative relative vorticity and/or suf-
ficiently negative Ry. The singularities in R and R_ propagate rightward and
leftward, respectively, in z. In the case shown, shocks are expected to appear in
the regions of negative shear ([-3, -2] and [2, 3]) and from regions with negative
initial Ry (around -3 for R_ and +3 for R, ); from the shift of the maxima of
R due to the contribution of u, one can see that the leftward propagating shock
should be favoured in the first case while the rightward one in the second case.
The rightmost figure of each row shows the Lagrangian particle displacements
¢(z,t) at successive times t = .5,1,1.5,2 (dotted, dashed, dot-dashed and solid
lines, respectively); for readability, each curve has been displaced 0.1 upwards
relative to the previous one. A shock is a cusp in ¢. One can see formation of
cusps forming at the expected locations and moving in the expected direction
on both figures of the right column.

1. if the initial relative vorticity Q —J = 90,v is sufficiently negative, breaking
always takes place whatever initial conditions are

2. if the relative vorticity is positive as well as the derivatives of the Riemann
invariants at the initial moment, breaking never takes place.

Hence, in the adjustment context, shocks should be more easy to produce
on the anticyclonic (negative relative vorticity) side of the jet. As one of the
Riemann invariants has always a negative derivative for step-wise height profiles,
shocks should be always produced by pure height (no v;) adjustment, as was
observed in numerical simulations (Kuo & Polvani, 1997; there, in addition, the
initial height profile was itself discontinuous). It seems that shock production in
course of adjustment of the front-like perturbation is unavoidable, because these
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latter never satisfy conditions of Lemma 2 in (Engelberg, 1996). Test simulations
done with standard MATHEMATICA routines confirm these conclusions - see.
figure 4. Although the Lagrangian variables allow to obtain the shock-formation
criteria relatively easily it is more convenient to formulate the Rankine-Hugoniot
conditions and to proceed with full-scale shock-resolving numerical simulations
of adjustment in the Eulerian coordinates. This work is in progress and will be
presented elsewhere.

8 Summary and discussion
Thus, by using the Lagrangian coordinates in 1dRSW equations we

e Demonstrated existence and uniqueness of the non-perturbative slow man-
ifold for front-like configurations with non-negative initial PVs;

e Proved that trapped states are impossible in front-like disturbances, but
that quasi-stationary states may exist implying, in general, more complex
than simple dispersion relaxation to the adjusted state;

e Analysed finite-amplitude periodic non-linear waves existing in the model;

e Established semi-quantitative criteria for the shock formation.

Our analysis confirms, therefore, Rossby’s scenario of adjustment for local-
ized fronts but with a restriction to non-negative initial PV distributions and
small enough initial departures from the balanced state. The rate of relaxation
towards the adjusted state depends on the fine structure of this latter and its
capacity to support quasi-stationary states. Shocks do appear during the ad-
justment process but they do not change the basic scenario as long as they are
formed out of the front and are outgoing. We can not exclude at the present
stage that very strong initial imbalances may modify the classical scenario even
for positive initial PVs by producing either some sort of self-sustained nonlinear
oscillations or shocks at the front location.

Probably, the most interesting question is what happens when the initial
PV is negative in some region and no proof of existence of the iso-PV balanced
state is available. This is a de facto strongly nonlinear situation and, as well
as strongly nonlinear positive PV case should be investigated numerically. It
should be noted that as wave breaking and shock formation with subsequent
dissipative effects is the only way for the PV-less wave component of the flow
to affect the PV-bearing vortex part, shocks should be resolved with extreme
care in numerical simulations. The comparison of reliability of existing Riemann
solvers with proper inclusion of rotation is a subject of a related work which is
in progress now and will be presented elsewhere.
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A Existence and uniqueness proof for the ad-
justed state

The dimensionless equation (35) is written as

d’h
i (x)h = —1. (A1)
We assume that:
Q(x) >0,
Q(£0) = Q1 = const (A2)

Q' (x) has a finite support

A general solution of (A1) has the following form

[ ha (D)

h(z) = Cihy(x) + Coha(x) + hy(x) / %(t)dt —ha(x) [ =dt, (A3

Zo Zo

where hyi(z), ho(x) is a fundamental set of solutions for (A1) without the right-
hand side, and the Wronskian W = hyh!, — h/ hs is constant.

We define the two fundamental sets of solutions ; »(z) and ¢; »(z) using
the asymptotic conditions at infinity. The first set is

di(e) = Q7 eap( QY a}+o(1),  vha(2) = Q7 Mexp{+Q Y x}+o(1), = = +o
+ + + + (A4)
A4
and the second set is
p1(z) = Q:1/4exp{—Q£/2x}+o(1), o) = Q:1/4exp{—|—Q£/2x}+o(1), T — —00,
(A3)
Using the first set of solutions and choosing a point zg = 22 on the right
from the support we have

a) = Cutr (@) + Catha(@) + (o) [ balt)dt = Sun(a) [wrrat, (a6)

(here W = ¢190h, — ¢jwo = 2) and at (x — +00)

o L@ (G VT (0 e
Q+ Q}._/‘l 2Q+ Qi/4 2Q+
(A7)
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To eliminate the growing part of the solution one should put

1/2
6_$2Q+/

C) = —— (A8)
2%/
The first set of the solutions is a linear combination of the second set

Y1(z) = Tipr () + Thzpa (@), (A9)

Yo (x) = Tor1p1(z) + Toopa (), (A10)

where 1 is the transition matrix. From the conservation of the Wronskian
(P15 — P12 = 2) one gets

Ti1To — T2 = 1. (A11)

Substituting (A9) and (A10) into (A6) we get another representation of the
solution

h(z) = C1(T11p1(x) + Ti2p2(2)) + C2(To191(2) + Toopa(z)) —  (Al2)
~5Tip1(0) + Tiapa(@) [(Tagpr(t) + Taapa(O)dt + (A1)

T
T2

+%(T21g01 (l‘) + TQQQDQ (.27)) /(T11801 (t) + Tlgkpg (t))dt (A14)

T

For the negative infinity asymptotic we choose a limiting point x; < x5 on the
left from the support. Then we get for z < z;

T 1/2 T 1/2 T 1/2 T 1/2
o) =0 (Bt D) s (Lt et sy
Q- Q- Q- Q-

2
1 T 1/2 T 2O?
-3 (ﬁe”@ + QT1/246+ Q- > /(T21901(75) + Tozp2(t)) dt {A16)

&1

1
1 T11 _ 202 Tlg 202 T21 _anl/2 TQQ 1/2
2 <Q1/4e T4 Q1/4e+ - >/<Q1/4e O+ Q1/4e+tQ7 >dt HALT)

x

T2

1 T: 1/2 Toe 1/2

+§ <Q12/14 e "9+ Qf/24 et Q- > / (Th1p1(t) + Thiaw=(t)) dt HA18)
_ ! J

2y
1({ T / T / T / T /
(B T o) [ (B e, B ) g
2\ QY QY QY QY

T
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After a simplification we get

1 20,0Y' Ty, + 20,074 Ty — QY7 — py¥/*

h(x) + — Q" | (A20)
) = — e _
O 20
201Q3_/4T12 + 202@3/4T22 - e_lel—/z + D1Q3_/4 2QY/?
e - (A21)
20)_

where i i
Dy = /wl(t)dt, Dy = /QOQ(t)dt. (A22)

1 1

The solution has finite asymptotics if and only if
20,QY Ty, +2C,QY " Toy — 9" — D,QY* = 0. (A23)

If T11 # 0 then C; can be found from (A23). Now we prove that T1; # 0 for any
solution. Assume that 717 = 0 then from (A11) we get that 75 # 0. Therefore
we have

Y1(z) = Tiap2(2). (A24)
From (A5) we have that

i (z) = T2Q~ exp{+Q %2} +0(1), 2 — —occ.

From (A4) we get that ¢ (x) is an integrable function. Multiplying the homo-
geneous eq. (A1) by ¢ (z) for h(z) = ¢1(z) and integrating we get that

[ )0 g BT (A25)

By integration by parts in the first integral we get a negative value at the left
hand side. This value is equal to zero if and only if ¢; (z) = 0. But we asumed
that 11 (x) is non-trivial solution.

Proposition 1. The equation (A1) has a bounded solution h(x) for positive
Q(x) which is unique for the boundary conditions h(x) = Q+ as © — Loo.

A1 Positiveness of solution

The result that the solution of (A1) without the right hand side can have either
none or single zero is well-known from the Sturm theorems (cf. e.g. Hartmann,
1964). Now we prove this theorem for the full (Al). Assume that h(zi) =
h(ze) =0 and h(z) <0 for z; < x < x2. Integrating (A1) from z; to x» we get

dh
da;( :U1 /Q x)dr — (x9 — x1). (A26)
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Obviously, the left hand side is positive and the right hand side is negative. As
a result we get contradiction. Therefore there are no zeros of this kind.

Proposition 2. Any solution h(x) of the equation —h"(x) + Q(z)h(z) =1
has either one zero or no zeros at all for positive Q(x).

We first prove that a non-negative solution h(x) cannot have a singular zero
xo: h(zo) =0, h'(xo) = 0.

Assume that h(xg) = 0 and h'(z) = 0. If h(z) is non-negative then h' (z¢) >
0. But from (A1) we have h'(z9) = —1 and we arrive to a contradiction.

Proposition 3. Non-negative solutions h(z) have no singular zeros such that
h(z) =0 and A'(x) = 0.

From Propositions 1, 2, 3 we get
Proposition 4. A solution h(z) with asymptotics h(xoo) = 1/Q+ > 0 is a
positive function of z (h(z) > 0).

Proof: As proven, h(z) can have 0 or 1 zeros. If h(x) has no zeros then
h(z) > 0 because h(xoo) > 0. If h(z) has one zero at the point zy then
h(zg) = 0 and h'(xg) = 0, which enters in contradiction with Proposition 3.

Summarizing we formulate the main theorem.

Theorem
Under assumptions (A2) equation (A1) has a unique bounded and positive so-
lution h(zx).

The same proof, save positiveness which is inessential there, passes through
for eq. (18).

B Lagrangian approach to axisymmetric IldRSW

Axisymmetric motion in shallow water is described by fields depending on only
one space variable: r, the distance to the center. As in the rectilinear case,
it is possible to reduce the whole dynamics to a single PDE for a Lagrangian
variable, R(r,t), the distance to the center of a particle initially situated at r.

We first rewrite the RSW equations in the Eulerian framework, using cylin-
drical coordinates (r,f) and assuming axisymmetry (Jyp = 0):

(O + uy O, )ty — g (f+ i—a) Yoh = 0,
(% + 1ur B0 )ug + ur (f + %) = 0, (B27)
(0 + up0p)h + %ﬁr(r urh) = 0,
where u, (ug) is the radial (azimuthal) velocity, and h the total height of the

fluid. Multilplying the second equation by r, the conservation of angular mo-
mentum is recovered:

(O + u, Oy) (rue + f%) =0. (B28)
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The equations can be rewritten using a Lagrangian coordinate for the radial
position: R(r,t) is the radial position at time ¢ of the particle that was at r
initially. Note that r changes its meaning, from here on, becoming a Lagrangian
label instead of Eulerian coordinate.

Equation (B28) may be immediately integrated:

R(r,t) ug(r,t) + f@ =G(r). (B29)

G(r) is determined from initial conditions: if ugy is the initial azimuthal velocity

profile, then
2

G(r) = rugr(r) + f% . (B30)

Using the above expression, the term wug (f +ug/r) in the first equation in (B27)
is expressed in terms of R(r,t) and G:

Ug i 1 R2 G f
w(f+g) = E(G_f7> (f+ﬁ‘§> ’
_ 1 f2R4
- = (G?—T> . (B31)

Mass conservation is expressed by the following relation between h(r,t) and
the initial height profile hy(r):

h(r,t) R(r,t)dR = hi(r)rdr. (B32)
With the help of (B31) and (B32), the radial momentum equation becomes:

2
. 1 9 1 ah]
_ - - =0, B
R—I— R R?’G + TRa (R rR) 0 ( 33)

where R(r,t) = u,(r,t). The form of this equation is similar to the one found
in the rectilinear case; the advantages of the Lagrangian formulation apply here
as well.

It may seem odd at first glance that the second term be f2 R/4, and not
simply f2 R. The habitual role of the inertial frequency f is recovered when we
linearize the equation for small disturbances. For instance, for small perturba-
tions about the rest-state:

R(r,t) =1+ ¢(r,t) , (B34)

with |¢| < 7, hs(r) =1 and ugr(r) = 0 the following equation is obtained after
some algebra:

b+ [P0 TS0+ 5 =0. (B35)
If solutions are sought in the form ¢(r,t) = ngS(r) et equation (B35) yields,
after a change of variables, the canonical equation for Bessel functions, and the
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familiar axisymmetric solutions involving Bessel functions .J; are obtained (cf.
e.g. Landau & Lifshits 1975, on axisymmetric sound waves):

o(r,t) = C Ji(Vw? — f2r)e™ +cc., (B36)

where C' is the wave amplitude.
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2.3.1 Compléments sur la dispersion d’ondes et sur les chocs

Nous apportons ici des explications complémentaires sur deux résultats
importants de ’article, les modes quasi-stationnaires et les chocs, dans le
but d’en faciliter et d’en approfondir la compréhension. Notamment, nous
détaillons dans quelles configurations de I’écoulement des modes quasistation-
naires peuvent exister, et présentons des illustrations de chocs permettant de
mieux saisir la correspondance entre la ’évolution du champ de déplacement
des particules, et celle du champ de hauteur.

Dispersion d’ondes

Nous avons montré qu’il n’existe pas de modes piégés dans le modéle
RSW1D, mais qu’il était en revanche possible d’avoir des modes quasi-station-
naires, dont la dynamique est décrite par 'équation (45) de article :

d?p

=t k3 (a)yp = 0. (2.10)

Nous donnons ci-dessous quelques illustrations du potentiel k?p et des modes
quasi-stationnaires.

La version linéarisée de I’équation (2.8), avec toutes les constantes égales
a 1, a été intégrée a I’'aide de MATHEMATICA pour quelques périodes iner-
tielles sur le fond d’un double jet en équilibre (eq. (2.11a) et (2.11b)), avec
comme condition initiale une perturbation de u (eq. (2.11c)) :

hy(z) =1+ Ae™®" (2.11a
vp(z) = hy(z) , (2.11b
up(z) =0.1e % . (2.11c

~— ~— ~— ~—

Une simulation de référence avec A = 0 (ondes sur fond de fluide au repos
a été effectuée; elle a permis de vérifier qu'on retrouve, dans ce cas, la dé-
croissance de I'amplitude des ondes en t~ /2 [Lig78]. Deux autres simulations
(A=0.5et A=1) ont été effectuées pour évaluer l'effet du double-jet sur la
dispersion des ondes.

Le profil hy et le potentiel ki correspondant pour plusieurs fréquences
proches de la fréquence inertielle (f = 1) sont montrés sur la figure 2.1a-
b. Les profils des déplacements ¢(z,t) sont montrés aprés un peu plus de
quatre périodes inertielles sur la fig. 2.1¢, et évolution de ¢(z,t) en z = 0
est montrée sur la fig. 2.1d. Il apparait nettement que les ondes de basses
fréquences se dispersent plus lentement dans le cas avec un double jet que
dans le cas du fluide au repos.

Des modes quasi-stationnaires sont possibles dans le cas ot le potentiel k?p
posséde une région positive entourée de deux régions négatives. Pour mieux
comprendre le lien entre ki et ’état de base sur lequel nous linéarisons, nous
montrons en fig. 2.2 le potentiel pour une marche de hauteur correspondant
a un simple jet. Il n’y a alors qu'une région oi k?p est négatif, et donc il n’y
a pas dans ce cas de modes quasi-stationnaires. De maniére générale, ce sont
les régions ot 'on a un gradient de h et de faibles valeurs de h qui permettent
d’avoir des régions avec k?/) négatif. Ce phénomeéne différe donc profondément
des ondes piégées qui existeront dans le modéle & deux couches et qui seront
liées aux régions de forte vorticité relative anticyclonique.
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b)

5 of 1 20%@\@0 t
Ry ATAY
d) -0.04
FiG. 2.1 — Comparaison de la dispersion des ondes pour une perturbation sur
fond de fluide au repos, et sur fond d’un double jet équilibré : a) : profil de
hauteur utilisé pour la seconde simulation ; b) : le potentiel ki (cféq. (44) de
Darticle) pour quatre valeurs de w : 1 (trait plein), 1.2 (tiret long), 1.4 (tiret),
1.6 (tiret court). Une région ou k?/) est négatif est une région qui repousse en
quelque sorte les ondes pour la fréquence considérée. Un ilot positif entouré
de deux régions négatives permet d’avoir des modes quasi-stationnaires dont
la dispersion sera plus lente que pour des ondes sur fond de fluide qu repos.
¢) : profil de ¢ a t = 26.2 pour trois valeurs de A : 0 (gris sombre), 0.5
(gris clair) et 1 (gris). L’amplitude des oscillations de ¢ est plus grande en
présence du double jet, conformément a ce que l'on attend. d) : évolution
dans le temps de ¢ pour la particule x = 0, pour les trois mémes valeurs de
A.
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FiG. 2.2 — Profil de hauteur et profils du potentiel ki pour un simple jet :

a) : profil de hauteur (h = 1.5+ 0.9 tanh(a)); b) : Ie potentiel ki pour quatre
valeurs de w : 1 (trait plein), 1.2 (tiret long), 1.4 (tiret), 1.6 (tiret court).

Chocs

Le formalisme lagrangien permet d’obtenir, en suivant la méthode de
Lax |LaxT73| et le travail d’Engelberg |Eng96|, un critére semi-quantitatif
indiquant les régions de ’écoulement favorables au déferlement des ondes
(c’est-a-dire a lapparition de chocs). Dans ce qui suit, nous détaillons un
peu plus l'identification des régions favorisant la divergence de Ry (cf sec-
tion 7 de l'article). Notons bien que cette divergence, et donc I'apparition de
chocs, ne se produit pas nécessairement dans ces régions, mais le long de ca-
ractéristiques traversant ou en provenance de ces régions. D’aprés la forme de
I’équation (59) de article, si Ry devient quelque part suffisamment négatif,
le terme de forcage en R2 entrainera sa divergence. Seront donc favorables
aux chocs les régions ayant initialement R4 fortement négatif. Or, en reve-
nant au champ de hauteur h(a,t), les quantités Ry s’expriment de la fagon

suivante :
A [h
= — + — ] . .
Ry =8 (H) Oq (u 2 I (2.12)

Notons que si 'on part d’une anomalie de u seule, les régions favorables aux
chocs seront celles ot J,u est fortement négatif, conformément a ’intuition.
Pour des profils ou la perturbation initiale de hauteur est plus importante,
ce seront les régions de forts gradients de hauteur qui seront favorables aux
chocs®. Enfin, nous pouvons obtenir I’expression des quantités Ry en fonction

SEtant donné que les caractéristiques pour R4 partent vers la droite, les régions avec
un fort gradient 9,h < 0 sont favorables aux chocs partant vers la droite; de méme, les
régions avec un fort gradient d,h > 0 sont favorables aux chocs partant vers la gauche.
Ceci est vérifié dans les simulations effectuées; intuitivement, on comprend qu’une onde
suffisamment forte se propageant vers une région ol il y a moins de fluide risque de déferler.
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des dérivées eulériennes :

1/4 —-3/4
Ry =38 (%) dxu+ (%) dxh . (2.13)

Il apparait clairement dans cette expression que les régions de faibles hauteur
de fluide favorisent les chocs, ce qui est en accord avec ce que Kuo & Polvani
observent dans leurs simulations numériques ([KP97], figure 7).

2.5 5 7.5

FiG. 2.3 — Formation de chocs, d’aprés une simulation MATHEMATICA,
partant des conditions initiales (2.14a-2.14c). Colonne de gauche : profils
successifs pour ¢(x,t) ; colonne de droite : profils de h(z,t) = 1/(1+ ¢'). Les
profils sont exposés par groupes de quatre, pour des temps séparés de 0.5,
allant de 0.5 a 6.

Par ailleurs, a cause du terme de forcage Odyv, les régions de vorticité
relative anticyclonique seront favorable & la formation de chocs le long des
caractéristiques qui la traversent.

Sont présentés dans ’article deux exemples illustrant ces points. Nous ra-
joutons ici (Fig. 2.3) le déplacement des particules et la hauteur obtenus pour
une simulation des premiers instants de ’ajustement a partir des conditions
initiales utilisées pour la figure 1 de Particle” :

hr=1+e ", (2.14a)
vp = —2(x + 0.2sin(z))e"" (2.14b)
up =0.1e%" . (2.14c)

"Cette intégration avec un pas plus fin montre que la région rugueuse a Pavant du front
d’ondes qui part vers la gauche dans la figure 1 de l’article correspond bien a la formation
d’un choc.
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La hauteur s’obtient a partir du champ de déplacement ¢ par :

W, 1) = #(;():E,n . (2.15)

La formation d’un choc se voit donc dans I’évolution de ¢ par la formation
d’un point anguleux ou J,¢(x,t) sera discontinu. Notons que la résolution
d’un point anguleux est moins problématique numériquement que la réso-
lution d’une discontinuité. Ces intégrations & l’aide de Mathematica sont
suffisamment fiables pour suivre 1’évolution du fluide au moins jusqu’a la
formation des chocs; le calcul du champ de hauteur est déja problématique
et trés bruité car il nécessite une dérivation ; il n’est donc exposé ici que dans
un but illustratif.

2.4 La séparation de I’écoulement en parties lente
et rapide

Comme indiqué en introduction (¢f 1.1, 1.2), la vorticité potentielle joue
un role clé dans la séparation entre ondes et vortex. Aussi I'inversion de la
vorticité potentielle est elle souvent utilisée pour définir la partie vorticale de
I’écoulement. Nous montrons ci-dessous en quoi la séparation lagrangienne
de ’écoulement permet de mieux comprendre certaines limitations de cette
inversion, en nous appuyant sur l’étude des interactions ondes vortex menée
par Kuo & Polvani (KP, [KP99]).

2.4.1 Inversion de la vorticité potentielle

L’approche de KP est eulérienne. Ils simulent numériquement le passage
d’un train d’ondes de grande amplitude & travers un ’'vortex’ (un double-
jet) en équilibre géostrophique. A chaque instant ils séparent 1’écoulement en
une composante vorticale et une composante ondulatoire. Ceci leur permet
d’étudier les changements diis aux ondes dans la composante vorticale, ce
qu’ils désignent comme ’interactions ondes-vortex’.

La partie vorticale de ’écoulement est définie, chez KP, par une inver-
sion instantnanée de la distribution eulérienne de la vorticité potentielle (en
utilisant nos notations) :

2
g 0%hy B
Lt —hQ@ =~ (2.16)
o Q(X,t) est la distribution eulérienne de vorticité potentielle, et Ay est la
hauteur de 1'état géostrophique recherché®. Les conditions aux limites sont
les asymptotiques de h en o0.

Les résultats essentiels de KP sont les suivants :

8Cette équation est formellement la méme que I’équation (35) de larticle ; la différence
est la suivante : dans I’équation (2.16), Q(X,t) est la distribution eulérienne instantanée
de PV, et cette équation est utilisée pour déterminer & chaque instant la partie vorticale.
L’équation (35) de l’article, en revanche, est obtenue par un changement de variable a
partir des équations lagrangiennes, et nous n’étudions cette équation que pour déterminer
les conditions sur () garantissant l'existence et 'unicité de I’état ajusté.
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1. il existe une ’interaction ondes-vortex’ : lorsque les ondes passent, la
partie vorticale varie & I’échelle de temps rapide. Cette interaction est
plus forte dans le cas des cyclones (dépression dans le champ de h) que
dans le cas des anticyclones (bosse de h). Plus précisément, cette inter-
action croit avec 'amplitude des cyclones, et décroit avec ’amplitude
des anticyclones.

2. il n’y a pas d’effet net de cette interaction apres le passage des ondes :
pour des temps longs, aprés le passage des ondes, le vortex retrouve
son état initial.

2.4.2 Séparation lagrangienne de 1’écoulement

Ces résultats peuvent étre reformulés et compris différemment si 'on
aborde le probléme avec l'approche lagrangienne : étant donné une condition
initiale, la partie vorticale ou ajustée de ’écoulement est définie par ’équation
(2.9); elle existe et est unique si la PV est positive, ce qui est le cas ici.
La partie vorticale ainsi définie est plus satisfaisante que celle obtenue par
inversion instantanée de la PV, car elle ne varie pas sur ’échelle de temps des
ondes : elle est stationnaire. Les résultats de Kuo & Polvani s’interprétent
dés lors de la fagon suivante :

1. Les variations rapides de la partie vorticale telle qu’ils la définissent
proviennent des variations de la distribution eulérienne de la PV, dues
a ’advection par les ondes. Le fait que l'interaction soit plus forte
avec les cyclones qu’avec les anticyclones se comprend ainsi : dans les
cyclones, la hauteur du fluide est moindre que dans les anticyclones.
Le flux d’énergie lié aux ondes étant constant, les déplacement dis
aux ondes y sont plus grands. Par conséquent, @ et hy sont davantage
affectés par ’advection due aux ondes dans un cyclone que dans un
anticyclone.

2. I'état final est déterminé par les profils initiaux de v et h, du moins s’il
n’y a pas de processus disspatifs dans I’évolution vers cet état final. Cet
argument est également avancé par KP. Il faut ajouter qu’il n’est pas
possible d’avoir des modes piégés dans le modele RSW1D (c¢f section
4 dans larticle). De plus, les simulations numériques de KP suggérent,
dans les cas étudiés, que les processus dissipatifs diis aux chocs n’ont
pas d’effets significatifs sur la partie lente de ’écoulement. KP n’ayant
examiné qu’un cas particulier, dans quelle mesure ceci est-il général 7

L’éclairage lagrangien rend plus lisibles les simulations de Kuo & Polvani :
ce qu’ils appellent 'interaction’ est ’advection de la PV par les ondes. Si 'on
définit lagrangiennement la partie vorticale, il n’y a pas de modification de
celle-ci par les ondes, du moins tant que celles-ci ne déferlent pas.

2.4.3 Au-dela du modéle uni-dimensionnel

Pour des situations tridimensionnelles, 'inversion de la vorticité poten-
tielle est souvent utilisée pour séparer les parties lente et rapide de I’écoule-
ment [HMRS85, ZKDKO00|. Le travail de Kuo & Polvani nous montre cepen-
dant que dans une telle approche, la séparation se fait avec une imprécision
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due & ’advection de la PV par les ondes. Dans quelle mesure les changements
de PV dus aux ondes se ressentent lors de 'inversion ?

Premiérement, notons que pour de faibles nombres de Rossby, le probléme
ne se pose pas, l'inversion de la vorticité potentielle sépare effectivement la
partie lente, qui suit la dynamique quasi-géostrophique, des ondes [RZJ01,
ZRJ02]. En effet, 'advection de la PV par les ondes ne sera importante qu’en
présence de forts gradients, donc de nombres de Rossby d’ordre 1.

Deuxiémement, les modifications du champ de PV dues aux ondes sont-
elles significatives pour l'inversion? Pour un contexte atmosphérique par
exemple, des ondes de forte amplitude et de basse fréquence peuvent étre res-
ponsables de changements de la PV (¢f chapitre 5 et [OD95|), mais ces chan-
gements seront d’échelle relativement petite (échelle horizontale des ondes,
100-500km). Or, comme lexpliquent Hoskins et al, les détails de la dis-
tribution de PV interviennent peu dans l'inversion (dans le modeéle quasi-
géostrophique par exemple 'opérateur a inverser est un laplacien). On peut
donc s’attendre a ce que ces variations dues aux ondes, de méme que les
minces filaments de PV, n’aient pas des conséquences trés grandes sur les
champs obtenus par inversion de la PV. Ce point serait cependant & vérifier
quantitativement.

2.5 Perspectives

Les résultats obtenus analytiquement dans ce chapitre et la meilleure
compréhension du processus d’ajustement qui en a découlé suggérent cer-
taines directions & suivre :

1. Ajustement d’anomalies loin de 1’équilibre, avec PV positive : nous
avons étudié 'ajustement de petites perturbations a un état ajusté, et
montré que la partie rapide se propageait au loin”. Est-ce toujours le
cas lors de 'ajustement de perturbations d’amplitudes finies ?

2. Ajustement d’anomalies avec PV négative : le fluide converge-t-il vers
un état stationnaire, et si oui, quel est cet état ? Quel role jouent les
phénomeénes fortement nonlinéaires dans 1’évolution du fluide ?

3. Ajustement périodique fortement nonlinéaire : nous avons étudié les
ondes nonlinéaires isolément, sur fond de vorticité potentielle uniforme.
Existent-elles toujours lorsque la vorticité potentielle n’est pas uni-
forme, et si oui, en quoi sont-elles modifiées 7 Plus généralement, dans
le cadre périodique, quelle est I’évolution du fluide & partir d’une condi-
tion initiale du fluide loin de I’équilibre ?

Ces questions sont a étudier numériquement, et demandent une résolution
soignée des chocs. C’est un travail a part entiére, qui est en cours [Som04].

Analytiquement, en revanche, nous pouvons continuer dans la méme dé-
marche pour étudier 'ajustement dans un fluide stratifié. Ceci est abordé
dans les deux chapitres suivants.

9quoiqu’avec une loi de décroissance qui pouvait différer de celle obtenue pour la dis-
persion d’ondes sur fond de fluide au repos.
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Chapitre 3

Ajustement géostrophique dans
un fluide a deux couches

‘Quand le ciel bas et lourd pése comme un couvercle’
Charles Baudelaire.

L’étude du modéle unidimensionnel de ’eau peu profonde nous a permis
de mieux comprendre l'ajustement géostrophique d’anomalies frontales et
notamment la séparation d’un état arbitraire rectiligne en une partie lente
et une partie rapide. Il manque cependant & ce modéle une description, aussi
rudimentaire soit-elle, de la stratification.

Le permier pas dans la description des effets liés a la stratification est
I’'utilisation d’'un modéle de ’eau peu profonde a deux couches. Ce modéle
sera considéré avec un toit rigide : d’une part, c’est avant tout la composante
barocline de ’écoulement qui nous intéressera et d’autre part les études de
I’ajustement géostrophique auxquelles nous ferons référence dans le chapitre
suivant sont effectuées dans ce cadre.

Le modeéle de ’ean peu profonde & deux couches a l'avantage de rester
relativement simple, ce qui permet d’avancer analytiquement, et de contenir
néanmoins une description de la stratification suffisante pour identifier des
différences essentielles par rapport au modéle a une couche [Gil82, ZRJ02].

Nous exposons dans ce chapitre des éléments de 1’étude de l'ajustement
géostrophique dans le modéle de ’eau peu profonde & deux couches, en insis-
tant sur deux différences essentielles par rapport au modéle & une couche :

— Des ondes peuvent étre piégées dans les régions de vorticité anticy-
clonique suffisamment fortes. Ces ondes, ou modes, sont stables et os-
cillent & des fréquences inférieures & la fréquence inertielle. Si la vor-
ticité relative est suffisamment forte, certains de ces modes peuvent
étre instables, indiquant la possibilité dans ce modéle de V'instabilité
symétrique, qui est absente du modéle & une couche.

— Le modéle a deux couches possede, comme son homologue & une couche,
des ondes nonlinéaires stationnaires qui sont solutions exactes des équa-
tions. Ces ondes ont dans certains régimes de paramétres des propriétés
analogues a celles du fluide & une couche. En revanche, dans d’autres
régimes de paramétres, elles peuvent exhiber des propriétés tres diffé-
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rentes, spécifiques & ce modéle. Au total, trois familles d’ondes nonli-
néaires sont identifiées.

Dans la section 3.1 ci-dessous, nous présentons le modéle de 'eau peu
profonde & deux couches et discutons briévement de la séparation de I’écou-
lement en parties lente et rapide. La possibilité d’avoir des modes piégés est
présentée et discutée en section 3.2. Les ondes nonlinéaires stationnaires sont
analysées en section 3.3. Enfin, un résumé des principaux résultats et une
discussion des perspectives est présentée en section 3.4.

Les sections ci-dessous sont basées sur des parties d’un article en préparation
[MPZ02], c’est pourquoi elles sont en anglais.

3.1 Formulation of the two-layer model

The primitive equations and their linear analysis are recalled for reference
in subsection 3.1.1. The difficulty of using the Lagrangian description of the
flow for the two-layer model is exposed in subsection 3.1.2. The separation
of the flow into slow and fast parts may nevertheless be carried out along
the same lines as in [ZMP02], and sufficient conditions for the existence and
uniqueness of the slow part of the flow are obtained.

3.1.1 Primitive equations and linear analysis

The primitive equations for the two-layer rotating shallow water model
with no variations in the y direction are :

Op(H1 —n) + Oz ((H1 — n)ur) =0,
Ou(Hz +n) + Oy ((Ha + n)uz) =0,

Oyu1 + u10,u1 — fop + pfla,lﬂr =0, (3.1a)

o1 + ur (f + Opvy) =0, (3.1b)

Opun + ugdyuy — fug + py 0 + ¢'0pm =0, (3.1¢c)
Opvg + ua(f + Oyva) =0 , (3.1d)

)

)

where (u1, v1) are the velocities in the upper layer, (ug, v9) the velocities in
the lower layer; m is the barotropic pressure imposed by the rigid lid; 7 is
the interface displacement, H; and Hs are the heights of the two fluid layers
at rest (H = Hy + Hs is the total height); finally, ¢’ is the usual reduced
gravity : ¢' = g(p2 — p1)/p2-

The approximation of the rigid lid allows an important simplification, as
(3.1e) and (3.1f) can be combined to yield : ((Hy —n)u1) + ((Ha +n)uz) = 0.
The physical meaning of this constraint is simply that there is no transverse
barotropic velocity, i.e. no transverse volume flux. Because of the rigid lid,
any such flux would necessarily be constant from —oo to 4o0.

The potential vorticity for each layer has the following expression :

f+ Opv1 f+ Oyvo
b and g2 = hy
Once again, as a consequence of the absence of variations in the along-front

direction, the transverse velocity has no contribution to the potential vorti-
city.

qQ (3.2)
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We recall below, for reference, the results of the linear analysis of these
equations for a fluid at rest. The linearized equations yield :

Opup — fur + pflaﬂr =0, (3.3a

8t7)1 + fu1 =0 s (33b

Opug — fug + pglaﬂ +4g'0,n=0, (3.3¢

8t7)2 + f'U/2 =0 s (33d

=0 + H10zu1 =0,

Oy + HoOpuo =0 .

Calculation of eigenvectors of the form e/¥*~“?) shows that there are two

kinds of solutions : stationary flows in geostrophic equilibrium and inertia-

gravity waves.

The stationary solutions in geostrophic equilibrium are in fact exact so-

lutions to the full equations. They are given by :

1
= 9, 3.4
o fp " ( a)
Lo+ Lo (3.4b)
Vg = —— O+ =01 . .
> I 7o

These solutions have a signature on potential vorticity.

The fast motions of the linear approximation are inertia-gravity waves;
their structure can be deduced from the following equation, obtained for the
variable U = Houg = —Hjuy by combining (3.3a)-(3.15f) :

(8t2t + f2)U - CzaxxU =0, (3.5)
. HHy

h 2=g'H th Ho=—7"——.
where ¢, =g H.,, wi e H1+£—;H2
H, is the equivalent height for the baroclinic modes of the model, it is used
to define ¢? = g H,, which enters the dispersion relation

w? = 242k (3.6)

for waves with frequency w and wavenumber k.

3.1.2 Existence of an adjusted state

It appeared in the study of the one-layer model that the Lagrangian
description was very advantageous as it allowed to separate the flow into a fast
and a slow (stationary) component. In the two-layer model, the Lagrangian
approach is no longer so simple : we can follow particles in each layer, noting
X;(z,t) the position at time ¢ of a particle initially at z in layer 4. Similarly,
hi(z,t) is the height at time ¢ of layer ¢ at the location occupied by the fluid
column initially at « in layer i. Following the same lines as in the one-layer
model, we can obtain, for each layer an equation equivalent to 2.8 :

. 1
X1+ 22X+ ' = f(uir + fz), (3.7a)
ple
Xo+ 2 X0 + L gL (b ,=f(v + fz) (3.7b)
2 2 ngé gXé Xé 21 ) .
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where the dot denotes derivation relative to time, the prime denotes deri-
vation relative to initial coordinates x, and the subscript I indicates initial
conditions.

The above form a set of two equations for three variables : X7, X9 and
7. The additional equation will come from expressing the constraint that the
sum of the heights of the two layers! at any one location is constant, equal to
H. This becomes extremely involved in the Lagrangian description as hi(z,t)
and ho(xz,t) describe the heights of the layers at different locations (or, in
other words, X (z,t) # Xo(z,t) in general) :

hy (z,t) + ho (X5 H (X1 (,t),t),t) = H . (3.8)

Nevertheless, although the writing of the equations in Lagrangian form
is less practical, they again make the separation of the flow into a slow sta-
tionary part and a fast part obvious. The stationary part, if it exists, is the
solution to the stationary part of equations (3.7a)-(3.7b), with constraint
(3.8). It is the adjusted state with the same lagrangian distributions of geo-
strophic momentum and PV distribution as the initial state. It will be called
the slow part, or the adjusted state of the system.

As in the one-layer model, it is possible to investigate the conditions for
existence and uniqueness of the adjusted part of the flow, through a change
of variables, in the Eulerian framework. These will be the conditions for
existence and uniqueness of solutions to the equations :

L0 _ o)), (3.92)
1

L2000 _ Gy, (3.90)
2

where z is now an Eulerian coordinate, ()1 and ()5 are potential vorticity dis-
tributions, and where v1 and v9 are given by (3.4a) and (3.4b). The equations
can then be combined to give two ordinary differential equations :

h

—(Q2+7rQ1)h =~ (-f(1-r)+ HQ2) , (3.10a)

h

g
f
i‘ Qe+ Q) he = — (f(L—r) +rH Q1) , (3.10b)

where the notation r = p;/ps has been introduced. These equations differ
from their one-layer counterpart (equation (35) in the article inserted in
section 2.3) in that the forcing on the r.h.s. is not constant.

Now, for an equation of the form A" — F(z)h = —G(x), by the same
method as in [ZMP02], one can show that existence and uniqueness of the
solution is guaranteed if F' and G have constant asymptotics at +oo. Fur-
thermore, the solution is positive if F' and G are positive. Hence, for states
with localized PV anomalies, and such that

Q1 20, and @Q>(1-r)f/H, (3.11)

1The height h, of a layer is related to X, by the conservation of mass, which imposes :
hp, = ", .

Xn
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the above equations have unique solutions h; and ho that are everywhere
positive. In other terms, provided the above mentionned conditions are met,
it is possible to separate the flow uniquely into a slow and a fast part. These
conditions are a little more restrictive than those found for the one-layer
model?. As in the one-layer model, the evolution of the fluid from an initial
condition where these conditions are not met is an open question.

3.2 Influence of the jet on inertia-gravity waves in
the 2-layer model

We present below a perturbative analysis of the adjustment of small per-
turbations to an adjusted state, or, equivalently, an analysis of linear waves
on the background of a jet in the two-layer model. The equations are sca-
led (subsection 3.2.1) and linearized about an adjusted jet (subsection 3.2.2).
Modes that oscillate with subinertial frequency and are trapped in the region
of strong anticyclonic relative vorticity are shown to exist (subsection 3.2.3).
Their link to symmetrically unstable modes is discussed. These phenomena
were absent in the one-layer model.

3.2.1 Scaling

We scale the primitive equations (3.1a)-(3.1f), scaling u; as U, v; as V,
and n as Min(Hy, Hy) to allow for large displacements of the interface; we
obtain :

dy(a = 1) + dRo 9, ((a —n)uy) =0,
O(1 —a+n) +0Ro 0,((1 —a+n)uz) =0,

8 Oyuy + 0°Ro uydpuy — vy + Oy =0, (3.12a)
01 + 6ur (1 4+ Ro 0,v1) =0, (3.12b)
B
§ Oyus + 02 Ro ugdyuy — vy + rdym + R_u O,n=0, (3.12¢)
0
Oyvg + dug (1 + Ro 0yve) =0, (3.12d)
)
)

where the following nondimensional parameters have been introduced :

0= v is the ratio of characterictic cross-jet and along-jet velocities ,

(3.13a)
Ro = fLL is the along jet Rossby number , (3.13b)
"Min(H,, H
Bu="1 222(1121’ 2) is the Burger number , (3.13c)
a= % and r="21. (3.13d)
P2

2The more restrictive condition on (2 reflects the limitations imposed on the interface
displacement by the boundary conditions : because of the rigid lid, the interface height can
not exceed H. The precise expression for the constraint can be understood by considering
the adjustment of situations with an initially flat interface, and an unbalanced jet in the
lower layer.
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The ratio § will be supposed small, and will be used as the small para-
meter for linearizing. Situations considered are those with strong horizontal
shear, and hence we take Ro ~ 1. We will keep the parameters r, Bu and «
as such in the equations; unlike parameter ¢, they do not change the order
of the system regarding time derivatives.

3.2.2 Linearization around a jet

We take as background state an adjusted jet, present in both layers. The
adjusted jet (cf eq. (3.4a)-(3.4b)) is described by velocities Vg4, barotropic
pressure II and the heights of both layers h;, :

Vlg = aa:H ) (314&)
Vgg =r 01+ Bu amhgg . (3.14b)
Note that hiy and hgy are not independent as hig4 + hoy = 1. Neglecting, in

the scaled equations, all terms quadratic in J, the following linear equations
are obtained for perturbation quantities u;, v;, n and 7 :

Oyuy —v1+0,m =0, (3.15a)

01 +ur (14 0,Viy) =0, (3.15b)

Opug — vy + 10w + Bud,m =0, (3.15¢)
Ovg + ua(1 4+ 0, Vo) =0, (3.15d)

O — 0y (higur) =0, (3.15¢)

O + 0y (hogua) =0 . (3.15f)

The above equations can be combined into a single equation for the variable
U= hggUQ = —hlgul .

Bu 92,U (3.16)
h h 1 92.h

- (Pt gt () + e 222w <o,
highag highag hag

It is easy to check that for hy — oo, we find the corresponding equation for
the one-layer model3, or that, in the absence of a jet, the equation reduces
to (3.5).

The above equation can be used along the same lines as equation (22) of
section 2.3 to investigate the possibility of localized modes (eq. (25)-(26) of
section 2.3). For the same reasons as in the one layer model, such localized
modes necessarily have frequencies lower than the inertial frequency. For
brevity, we will note

’I"hgg + hlg

F(x) = 3.17
(7) haghag (3.17)
1 Oho
Gx=r82ﬂ< >+Bu T o9 3.18
(z) e\ o ooy oy (3.18)
3This equation is ' ,
o2y~ (L0 +0i:hg) (p

hg
it is not displayed in chapter 2, because only the Lagrangian equations were used there.
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We consider a Fourier decomposition of U(z,t) = [ dw(U(w,z)e ™ + c.c. ;
for each Fourier component U(w,x), equation (3.16) becomes :

BudZ,U - (F(l-w)+G)U=0. (3.19)

This equation is multiplied by U* and integrated over the whole domain. For
localized modes, the following estimation for w is obtained :
) Bu [|0,U)?dz + [ GU|? d

WP=14 : : 3.20
[ F|U|?dz (3.20)

where F' > 0 and G may be negative, particularly in regions where 92 1T < 0.
Contrarily to the situation in the one-layer model, we do not arrive here at a
contradiction excluding the possibility of trapped waves. It will be possible
to have subinertial frequencies, and the above expression suggests that small
Bu will be favorable to the existence of such modes. It is shown below, by
restricting to the case of a barotropic jet, that such trapped modes do exist,
hence pointing to a fundamental difference between the one-layer and two-
layer fluid.

3.2.3 Existence of trapped modes

We confirm below that equation (3.16) does have trapped mode solutions
with subinertial frequencies by considering the particular case of a barotropic
jet as the background flow. Hence there is no displacement of the interface
(n® = 0), and equation (3.16) then simplifies to :

Bu 92,U — [(04 +1) H7' +r92,11 (H1Hy) ' ]U =0. (3.21)
We search for solutions of the form U e™* + c.c.. The above equation then
becomes :
- 1 -
2, U+ — [w*H, ' — (H, ' + (H Hy) 'ro2,IN] U =0. (3.22)

Bu

This equation has the form of a Shrodinger equation for a particle in a po-
tential V(z) :

R2h+ (E—V(z)p =0, (3.23)

with B = w?(H, Bu)~! as the energy, and V (z) = Bu~! (H; '+ (H; Hy)~1ro2, 11)
as the potential. This potential has constant asymptotics H, ! at +oo. If the
potential has a well below H;!, this equation is known (e.g. [Mes61]) to
have both propagating and localized solutions (modes trapped in the region

of the well). The former corresponds to a continuous spectrum of frequencies

w? > 1. The latter corresponds to a discrete spectrum of possible frequencies
Min(V(x)) H, Bu < w? < 1.

For our problem, the well corresponds to the region of anticyclonic shear,
and the corresponding solutions will be localized modes in the region of
anticyclonic shear, oscillating at subinertial frequencies. It is worth noting
that small Burger numbers will make trapping easier, which is qualitati-
vely consistent with results found in other regimes of parameters in [RZJ01,
ZRJ02].
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Furthermore, if the potential is deep enough, it is possible to have modes
with w? < 0, i.e. unstable modes. This is the symmetric instability. This
instability can be understood as a two-dimensional form of baroclinic insta-
bility, or as inertial instability along isentropes (see Holton [Hol92|, section
9.3). It has been much studied near the Equator for both the atmosphere and
ocean |[Dun81, HMG97|, but it has also aroused interest to explain mesoscale
rainbands observed alongside fronts (including moist effects) [BH79, CSV93].

In the one-layer model, a very strong jet could be symmetrically uns-
table (02,0 < —f) without this instability manifesting itself because of the
constraint d, = 0. This constraint made it impossible for two neighbouring
columns of fluid to ’exchange’ their places. Here in the two-layer model, the
possibility of a circulation in the plane transverse to the jet makes it pos-
sible for symmetric instability to appear when the relative vorticity is strong
enough.

We do not analyse these trapped modes further here and restrict ourselves
to indicating that they are possible. The equivalent equation is analysed in
greater detail in the case of the stratified fluid (section 4.4), for which vertical
propagation will also be investigated (section 4.5).

These trapped oscillating modes and the symmetric instability were ab-
sent in the one-layer situation. Here, they may alter considerably the adjust-
ment scenario, as not all of the disturbance will propagate away and disperse.
Because of trapped modes, the fluid may oscillate, at subinertial frequencies,
for very long times around its adjusted state, making the adjustment incom-
plete.

3.3 Stationary waves of finite amplitude in the 2-
layer model

The two-layer model possesses waves of finite amplitude that are exact
periodic solutions of the equations of motion. In some regimes of parameters,
they are analogous to those found in the one-layer model. However, in other
regimes (to be detailed below) they exhibit a different behavior, specific to
the two-layer model. Three families of waves are thus identified. The equation
for these waves is obtained below in the Eulerian description and using the
full dimensionful equations in section 3.3.1, and their possible behavior are
investigated numerically in 3.3.2.

3.3.1 General equation for the stationary waves

We start from the primitive equations, keeping all variables and parame-
ters dimensional. We seek solutions which are functions of ¢ = x — ¢t. Using
a prime to denote the derivative with respect to £ the equations can then be
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rewritten :
1
—cu) +uu) — fuy +—n' =0, (3.24a)
P1
—cvl +ui(f+0)) =0, (3.24b)
1 A
—cub + uguh — fvo + —m' + un' =0, (3.24c¢)
P2 P2
—cvh +us(f +vh) =0, (3.24d)
—c(Hy —n) + (wi(H1 —n))" =0, (3.24e)
—c(Hz +n) + (u2(H2 + 1)) =0 (3.24f)

The two last equations can be integrated to give expressions of u; and wug
involving n and corresponding integration constants C; and Cy :

Cy
uy =c+ , 3.25a
! Hy—n ( )
Co
=c+ . 3.25b
wr=e Hs +n ( )

A first relation can be obtained between the two integration constants by
writing that the volume flux of the fluid in the x direction is zero : ui(H; —
n) + ua(Hy +n) = 0. This yields :

Ci+Cy =—cH . (3.26)

Expression (3.25a) and (3.25b) are then injected into (3.24a) and (3.24c) ;
these are derived to allow replacement of v} and v}, by the expressions given
by (3.24b) and (3.24d). Finally combining the two equations thus obtained,
the following single equation for 7 is found :

1 p2C3 p1C? > ]" 2 (,02 ,01>
= - +Apgn| +f2 (2421
[2 ((H2 TR (o) T g e )T
H H
2 A p2 2 _ Pl 1 — ) 2
+f ( p+c ( G o 0 (3.27)

Now we will show that the last term, which is constant, is necessarily zero,
and this additional constraint will determine C; and Cs.

We look for wave solutions n(§) that are periodic, with a cerain period
A. Eq. (3.27) can be integrated over one period. The first term is the second
derivative of an expression which is A-periodic, hence its contribution will be
zero. The second term is proportional to the integral over one period of the
interface displacement 7 ; this is zero on average, by definition. The last term
of the r.h.s., when integrated over one period, therefore gives zero, which
yields the following constraint :

p2Hy  p1Hy
A — =0.
p—i—c( & o > 0

From the two constraints (3.26) and (3.28), the values of C7 and Cy can be
determined :

(3.28)

Cl = —CH1 y (3.29&)
02 = —CH2 y (3.29b)
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giving the following expressions for u; and us :

U] = , 3.30a

YT H - (3:302)
c1n

= . 3.30b

YT H, ( )

With expressions (3.29a)-(3.29b), the nonlinear equation obtained for 7 be-
comes simpler and more readable. After some manipulations, eq. (3.27) be-
comes :

n

- =0, (3.31)

H, 1 T 2, 2
—_— — C C
2 \(I+4£)?7 (172 el

where r is defined in (3.13d). It is straightforward to check the following :

1. upon linearizing the above equation for small values of i, we obtain the
linear equation for baroclinic gravity waves of the system

(cz =" = f*n=0,

which gives the expected dipersion relation (cf (3.6));

2. in the limit H; — o0, equation (3.31) takes the form of the equation
for nonlinear waves in a one layer model with fluid height H, and
gravity ¢'. For comparison, this equation and its derivation is recalled
in appendix A.

An integral of motion may be obtained : multiplying (3.27) by the first
derivative of the expression in brackets and integrating, we obtain :

1| H, 1 T 2, 2
5[7<(1+H12)2_(1_HL1)2>C +c.n
B f?H.c? | Hy+2n r Hy — 2 ] _ 26623772 =C (3.32)
2 |(I+4)? (1-4)? 2 ’

"2

where C is an integration constant. In the above expression, it is possible
to isolate n'? and study the corresponding equation as one describing the
motion of a particle in a potential. The expression of this potential is however
complicated, making analytical progress difficult. Hence, we investigate below
these nonlinear stationary waves numerically, directly from equation (3.31).

3.3.2 Numerical simulations

Equation (3.27) can be solved numerically, in order to understand the
structure of the waves for various parameter regimes. Below we identify va-
rious types of waves and give indications of the variety of possible behaviors ;
an exhaustive and thorough exploration of parameter space needs comple-
mentary study.

We have proceeded in the following way : for fixed parameters describing
the fluid (Hy, Ho, 7, ¢? and f), we chose a phase velocity ¢ > ¢, and integrate
equation (3.27) starting from some initial condition 7(0) = 0 and 7(0) # 0.
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The latter is first taken small (we recover solutions similar to sinusoidal ones
then) and gradually increased as much as possible.

Proceeding this way, three families of nonlinear waves appear : the am-
plitudes of waves of family A are bounded by a critical value smaller than
Hy and Hs; this value corresponds to cusp formation at the crests of the
wave profile. Waves of family B have amplitudes which are only limited by
the boundaries of the fluid (-Hy < n < H;), and their profiles never deve-
lop cusps. Waves of family C are an upside-down version of waves of family
A : they are bounded by a critical amplitude, which corresponds to cusp
formation at the troughs of the wave profile.

Waves of family A

These waves are typically found when H; is large enough* relative to Hy.
These waves are analogous to those of the one-layer model [Shr81, Shr86,
ZMPO02], which was expected since, for H; — 0o, equation (3.31) yields the
one-layer equation. The amplitude of these waves is bounded by a critical am-
plitude. When the amplitude approaches this critical amplitude, the height
profile of the wave tends to a limiting profile exhibiting cusps at the crests.
An illustration of waves of this family is given in figure 3.1.

o R N W
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Fi1G. 3.1 — Waves of family A : all parameters are fixed (H) = 2.8, Hy =1,
r=01¢=2 ¢ =1and f = 1), and corresponding waves with larger
and larger amplitudes are displayed. Panel d) shows a wave with nearly the
limiting amplitude. Initial conditions for integration of (3.27) were n(0) =0
for all cases, and the values for n(0)" were a)0.1;5)0.15; ¢) 0.175; d) 0.18232.

Waves of family B

For situations where the two layer thicknesses are comparable, H; ~
Hy, the shape of the waves is modified by the rigid lid. There is no critical
amplitude anymore : qualitatively, it appears that the interface ’feels’ the
top and bottom boundaries, and this prevents the tendency to form cusps.

“what this ’enough’ precisely means depends on the other parameters.
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Wavelength increases with ¢ and with amplitude. An illustration of waves
of this family is given in figure 3.2. Note that, although numerically we can
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FiG. 3.2 — Waves of family B : these waves ’feel’ the presence of the rigid
lid and are bounded only by the bottom and lid. Parameters are : H; = 1,
Hy=1,r=09,¢c=2,c, =1 and f =1 for all cases. Initial conditions for
integration of (3.27) were n(0) = 0 for all cases, and the values for n(0)" were
a)0.05;0)0.15; ¢) 0.25;d) 0.5;. d) 1;.

obtain profiles with the interface coming arbitrarily close to one or both of the
boundaries, such solutions will have unrealistically large transverse velocities
(cf (3.30a) and (3.30b)). Onset of Kelvin-Helmholtz instability will limit the
waves’ amplitudes for family B. This point requires further study.

Waves of family C

These waves appear for situations with H; < Hg. Qualitatively, they
are an upside-down version of family A waves : they are limited by a critical
amplitude, but for amplitudes approaching it the interface profile forms cusps
in the troughs. Again, the wavelength increases with ¢ and with amplitude.
The illustration in figure 3.3 is restricted to the limiting profile, with its
tendency to form cusps towards the bottom.
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FiG. 3.3 — Waves of family C' : only the limiting profile is displayed : note that
this is a zoom on the interface. Parameter values are : Hy = 0.11, Hy = 1,
r=20.9,¢c=2, ¢ =1 and f = 1. Initial condition for integration of (3.27)
was 1(0) = 0 and 7'(0) = 0.02466.
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Bifurcation in parameter space

For Hj high enough, it is possible to have as exact solutions both waves of
family A (for small ¢) and of family B (for large ¢). There is a bifurcation in
parameter space as c¢ is increased starting from c.. Qualitatively, wavelength
and limiting amplitude of waves of family A increase with c¢. Hence, as ¢ is
increased, it is possible to find waves with such amplitudes that they will
'feel” the influence of the lid, 4.e. waves of family B.

The parameters for fig. 3.1 have been chosen precisely such that c is just
below the critical phase velocity c. corresponding to the bifrucation. If ¢ is
increased a little bit, keeping all other parameters constant, waves of family
B are found, with a dramatically different behavior when their amplitude is
increased. This is illustrated in figure 3.4.
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FiG. 3.4 — Nonlinear waves for parameters very close to those used for fig.
3.1. The phase velocity is just taken a little greater (¢ = 2.1 instead of ¢ = 2),
which will correspond to a longer wavelength. Contrarily to the waves shown
in fig. 3.1, there is no cusp formation (Compare the passage from a) to b)
above with the passage from c) to d) in fig. 3.1.). For the chosen values of
the parameters (Hy = 2.8, Hy = 1, r = 0.1, ¢, = 1 and f = 1) there is a
critical phase velocity c., between 2 and 2.1 which separates waves of family
A and waves of family B. Both are possible in this system. Initial conditions
for integration of (3.27) were 1)(0) = 0 for all cases, and the values for n(0)’
were @) 0.18; 6) 0.2; ¢) 0.3; d) 0.5;. d) 1;.

Similarly, waves of families B and C may both be solutions for certain
values of Hy/Hy. The parameters for figure 3.3 were also chosen so that, by
increasing c just a little, waves of family B are obtained. This is illustrated
in figure 3.5. It appears from numerical simulations of equation (3.31) that
for Hy = Hs and 7 = 0.9 only waves of family B may exist, which suggests
that, for a given system, at most two families (A and B, or B and C) may
exist.
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FiG. 3.5 — Profile of a wave of family B in the same system as the one of figure
3.3, but with a slightly increased phase velocity ¢ = 2.05. Initial conditions
for integration of (3.27) was n(0) = 0 and n'(0) = 0.03.

The nonlinear waves found in the 2 layer model display a rich variety of
behaviors, some of which are very different from what was observed in the
one layer model. These waves may have an important role for adjustment in
a periodic domain. Further study will be necessary to determine what family
is possible as a function of parameters, and to understand, in particular, how
they may interact.

3.4 Conclusions et perspectives

Le modéle unidimensionnel du fluide & deux couches nous a permis d’étu-
dier les différences essentielles introduites dans le scénario d’ajustement par
la stratification par rapport au fluide & une couche. Il a été montré, suivant
les mémes lignes que dans le chapitre précédent, que pour des perturbations
localisées dont la PV vérifie Q1 > 0 et Q2 > (1—7) f/H, la partie lente est dé-
finie de maniére unique. Ici encore, la question de ’ajustement de conditions
initiales ne vérifiant pas ces conditions reste ouverte.

Nous avons prouvé l'existence de modes oscillant & des fréquences subiner-
tielles, piégés dans les régions de vorticité relative anticyclonique. Lorsque la
vorticité anticyclonique est suffisamment intense, certains de ces modes sont
instables : contrairement au fluide & une couche, I'instabilité symétrique est
ici possible. L’existence de modes piégés modifiera considérablement le scéna-
rio d’ajustement d’un jet proche de I’équilibre : une fraction de la composante
rapide de I’écoulement va se trouver piégée dans la région anticyclonique, et
y demeurer, oscillant & des fréquences subinertielles. L’ajustement est alors
incomplet. L’analyse des effets nonlinéaires de ces modes piégés n’a pas été
présentée dans ce chapitre : cette analyse sera effectuée dans le chapitre sui-
vant, dans le cas du fluide stratifié.

Dans le mode¢le a une couche, l'ajustement d’une anomalie initiale com-
portant une région de vorticité potentielle négative était resté une question
ouverte ; la question est également ouverte dans le modeéle du fluide & deux
couches, mais la possibilité de l'instabilité symétrique donnera lieu & des
évolutions sans doute différentes de celles du fluide & une couche.

Des solutions exactes des équations (ondes d’amplitude finie) ont été trou-
vées. La connaissance de ces solutions est importante pour ’étude de I'ajus-
tement dans un cadre périodique. Leurs profils peuvent étre obtenus & partir
d’une unique équation pour le déplacement de l'interface (eq. (3.31)). Ces
ondes ont toujours des vitesses de phase supérieures & ¢ = gH,, et leurs
propriétés varient selon les valeurs des parameétres. Trois familles d’ondes ont
été identifiées; le plus simple pour présenter ces trois familles est de consi-
dérer le rapport des hauteurs moyennes des deux couches :
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1. Lorsque Hj est suffisamment grande devant Hs, les ondes nonlinéaires
(famille A, cf 3.3.2) sont analogues & celles existant dans le modéle a
une couche : leur amplitude est limitée par une valeur critique, et leurs
profils développent des crétes anguleuses lorsqu’on s’approche de cette
valeur critique (cf la figure 3.1).

2. Lorsque Hj et Hy sont de méme ordre (famille B, ¢f 3.3.2), 'amplitude
des déplacements de l'interface n’est plus limité que par les parois ho-
rizontales en haut et en bas (cf la figure 3.2). Ces ondes ’sentent’ en
quelque sorte ces parois.

3. Lorsque H; est faible devant Hy (famille C, c¢f 3.3.2), les ondes sont
analogues & celle de la famille A, mais & 'envers : elles sont bornées
par une amplitude critique; lorsque leur amplitude s’en approche, les
creux tendent vers des profils anguleux (cf la figure 3.3).

La classification des ondes nonlinéaires stationnaires proposée ci-dessus a
été présentée en considérant les différentes situations possibles pour le rap-
port entre les épaisseurs des deux couches. Pour une situation donnée, avec
H, et Hy fixés, il a été montré qu’il était possible que les équations acceptent
deux familles d’ondes nonlinéaires comme solutions (cf 3.3.2).

L’étude de ces ondes est, a notre connaissance, nouvelle. Elle doit étre
poursuivie afin de déterminer notamment :

— comment ces différentes ondes interagissent-elles, notamment dans les

situations ot deux familles sont solutions ?

— pour 'ajustement géostrophique dans un cadre périodique, quel role

jouent ces ondes 7 Existent-elles toujours lorsque la vorticité potentielle
n’est plus uniforme ? Si oui, comment sont-elles modifiées ?

La stratification a introduit, par rapport au fluide & une couche étudié
dans le chapitre 2 de profondes différences. Nous retrouverons dans I’étude
de 'ajustement géostrophique dans un fluide continuement stratifié¢ (chapitre
suivant) les modes piégés, qui seront étudiés plus en détail.
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Chapitre 4

Ajustement géostrophique dans
un fluide contintiment stratifié

L’étude du modéle & deux couches a constitué une premiére étape pour
analyser les phénoménes nouveaux, dias a la stratification, qui modifient
I’ajustement par rapport au fluide & une couche. Nous complétons dans le
présent chapitre ’approche théorique de ’ajustement géostrophique d’ano-
malies frontales par 1’étude d’un fluide contintiment stratifié, toujours sans
variation dans la direction du front (Jdy(...) =0).

Cette configuration a été utilisée notamment pour étudier la frontogéneése
de déformation a l’aide de I’approximation semi-géostrophique [HB72, Cul83,
CP84], et aussi 'ajustement géostrophique de forts gradients horizontaux
de température potentielle! [Ou84, BW95, WB95, Kal98, Kal00|. Dans ces
études de ’ajustement géostrophique, la démarche est diagnostique : un état
‘final’ est déterminé & partir de I’état initial, sans considérer le processus
d’ajustement lui-méme, et sans montrer que cet état final est atteint. Ce
contexte est brievement rappelé en section 4.1 afin de faciliter, dans la suite,
la discussion de la séparation de I’écoulement en parties lente et rapide.

Comme pour le fluide & une couche, la description lagrangienne de ’écou-
lement peut étre utilisée ici. Elle permet de séparer sans ambiguité une partie
lente (que nous appellerons aussi état ajusté) et une partie rapide. La dé-
termination de cet état ajusté et les conditions d’existence sont examinées
successivement (section 4.2) dans les approximations du fluide a vorticité
potentielle nulle ou uniforme et dans le cas général avec vorticité potentielle
arbitraire mais strictement positive.

Dans le deuxiéme volet de notre étude, ’ajustement de petites perturba-
tions autour d’un état d’équilibre est analysé perturbativement (section 4.3).
Nous revenons pour cette partie aux coordonnées eulériennes, qui sont suffi-
santes si ’on choisit convenablement les conditions initiales, et ont ’avantage
d’étre plus familiéres. Une équation décrivant la dynamique, lente et rapide,
de la circulation transverse est obtenue, mais elle est, dans le cas général,
trop compliquée pour avancer analytiquement. L’étude de l'ajustement est
donc poursuivie pour des perturbations autour d’un jet presque barotrope

'ou, dans un contexte océanographique, des gradients horizontaux de densité. De ma-
niére générale, lorsque nous mentionnons et comparons des résultats d’études antérieures
dans ce chapitres, nous réécrivons les résultats connus dans nos notations pour faciliter la
lecture de I’ensemble.
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dans la section 4.4. Nous montrons l’existence de modes piégés dans la région
anticyclonique du jet, prolongeant ainsi & des situations a forts nombre de
Rossby les résultats obtenus par Kunze [Kun85|. La structure de ces modes
piégeés et leurs effets nonlinéaires sur la partie lente sont analysés en détail.
La propagation d'un paquet d’ondes subinertielles, piégées dans la région an-
ticyclonique d’un jet variant lentement sur la verticale, est étudiée a l’aide
d’une approximation WKB (section 4.5). Il est suggéré que les bords supé-
rieurs et inférieurs de la région anticyclonique du jet jouent un role particulier
vis-a-vis de ces ondes.

4.1 Frontogénése(s) dans un fluide contintiment stra-
tifié bidimensionnel

Le fluide contintiment stratifié sans variation dans une direction horizon-
tale a été utilisé pour étudier la frontogénése, notamment sous l'effet d’un
champ de déformation [HB72, Hos82, Cul83, CP84, Ped87], mais aussi pour
étudier de maniére diagnostique ’ajustement de gradients horizontaux de
température potentielle ou de densité [Ou84, BW95, WB95, Kal98, Kal00].
1l sera souvent fait référence & ces travaux dans la section 4.2, et ils sont par
conséquent brievement présentés et discutés ci-dessous.

4.1.1 La description semi-géostrophique de la frontogénése
de déformation

L’approximation semi-géostrophique (SG), comme I’approximtaion quasi-
géostrophique (QG), ne décrit que la partie lente de I’écoulement, excluant,
par le choix de I’échelle de temps, les mouvements rapides tels que les ondes
d’inertie-gravité (cf section 1.2).

Dans 'approximation SG, les accélérations agéostrophiques (Dvyy/Dt)
sont négligées, mais la vitesse agéostrophique est retenue pour calculer ’ad-
vection. Ainsi, la dérivée totale s’écrit :

DBtE%—i—vg-V-l—vag-V-l-w%. (4.1)
Ceci fait de 'approximation SG un cadre adapté pour étudier des situations
frontales : les trés forts gradients dans la direction transverse font que les vi-
tesses agéostrophiques transverses, méme si elles sont faibles devant la vitesse
du jet, ont un roéle important pour ’advection.

Hoskins & Bretherton (HB) [HB72| ont considéré la frontogénése de dé-
formation a 'aide de cette approximation, pour un fluide sans variation dans
la direction du front (d, = 0). La vorticité potentielle SG a pour expression
(egs. (2.25) et (3.9) dans [HBT72]) :

= (- ra) (42)

r(z

ou 7(z) est une pseudo-densité qui vaudra 1 dans le cadre de notre étude
ci-dessous (approximation de Boussinesq). Dans cette expression entrent v,
vitesse parallele au jet, et la température potentielle 6. Ces deux variables
sont reliées au géopotentiel ¢ par les équilibres géostrophiques (v = f10,¢)
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et hydrostatiques (6 = 60y/g 0,¢), qui, combinés, donnent le vent thermique.
En injectant ceci dans l'expression (4.2), une équation de Monge-Ampeére est

obtenue :
o 0P9\ 9% [ 9 \* _ fg
<f +w> @_<8x82> —%rq. (4.3)

Cette équation est utilisée par HB pour suggérer, en s’appuyant sur un théo-
réeme de Heinz [Hei61|, que s’il apparait dans I’écoulement une discontinuité,
ce sera sur les bords du domaine, ou au niveau d’une discontinuité de la PV.

Pour décrire I’évolution du fluide sous l'effet du champ de déformation
de grande échelle, HB utilisent la description lagrangienne de 1’écoulement :
celle-ci fait pleinement usage des conservations pour la vorticité potentielle
et la température potentielle, et de I’évolution (connue) du moment géostro-
phique pour chaque particule. Le champ de déformation tend & faire augmen-
ter les gradients dans la direction transverse; HB décrivent l'intensification
de ces gradients par la circulation agéostrophique jusqu’a la formation en
un temps fini d’une discontinuité dans les champs de v et 0 sur les bords
(frontogéneése). En particulier, ils obtiennent explicitement 1’état du systéme
a chaque instant pour des fluides & vorticité potentielle nulle ou uniforme.
Dans tous les cas, HB arrétent leur description & la formation d’une discon-
tinuité au bord du domaine.

Cullen, Purser et Norbury [Cul83, CP84, CP89, CNP91] ont proposé une
description de I’évolution du fluide dans ’approximation SG pour des temps
ultérieurs a la formation de la discontinuité. Apres cet instant, I’état du fluide
peut étre décrit si I’on incorpore une surface de discontinuité dans les champs
de v et 0, qui part du bord du domaine vers l'intérieur du fluide. Une partie
du fluide qui était initialement sur les bords se trouve aspiré, le long de cette
discontinuité, vers I'intérieur du fluide. La construction d’une telle solution
est expliquée en détail par Cullen & Purser [Cul83, CP84| pour des fluides
ayant initialement des distributions de moment géostrophique et de tempé-
rature potentielle constantes par morceaux. L’état du fluide & un instant
donné est obtenu en réarrageant les éléments de fluide de maniére & obtenir
une solution pour ¢ de I’équation de Monge-Ampeére (4.3) en respectant les
conservations de la température potentielle et du moment géostrophique; les
dérivées de cette solution peuvent étre discontinues, et les sauts de tempéra-
ture et de vitesse au niveau des ces éventuelles discontinuités doivent obéir
a la relation de Margules [Gil82].

Physiquement, Cullen, Puser et Norbury [CP89, CNP91]| avancent que ces
solutions comportant des discontinuités peuvent décrire en premiére approxi-
mation ’état du fluide : des phénoménes dissipatifs ne permettront certes pas
la formation d’une véritable discontinuité dans le fluide, mais ces phénoménes
n’occuperont qu’une petite fraction du volume du fluide et ne modifieront pas
I’évolution & grande échelle de 1’écoulement.

4.1.2 Ajustement géostrophique de gradients horizontaux de
densité ou de température potentielle

Plusieurs auteurs ont étudié de manieére diagnostique 'ajustement géo-
strophique d’un fluide continiiment stratifié sans variation dans une direction.
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Toutes ces études se basent sur les conservations de la vorticité potentielle,
du moment géostrophique et de la température potentielle pour obtenir un
état “final’ du fluide & partir de ’état initial, sans décrire le processus d’ajus-
tement lui-méme. La question de savoir si cet état final est atteint n’est pas
traitée dans ces études.

Les premiéres études de ’ajustement géostrophique de gradients horizon-
taux de densité avaient pour but d’expliquer la forme observée des fronts de
densité aupreés des cotes dans les lacs ou dans 'océan, et utilisaient des mo-
déles comportant deux ou trois régions de densité homogeéne, sans variations
dans une direction. Ainsi, Csanady [Csa7l] a étudié 'ajustement d’un fluide
composé de deux régions de densité différentes, initialement au repos et sé-
parée par une interface verticale. Dans ’état final, les sauts de vitesse et de
densité & l'interface satisfont la relation de Margules. Csanady retrouve ainsi
la forme en ’S’ des fronts de densité observés au printemps sur les bords du lac
Ontario, ou les eaux peu profondes du bord se réchauffent plus vite que le du
lac, créant un fort contraste horizontal de densité qui s’ajuste. Dans ’océan,
I’apport d’eau douce des esturaires peuvent créer des contrastes horizontaux
de salinités se manifestant par des fronts ayant une structure semblable. Ce
modeéle a été amélioré pour inclure Ueffet d’une tension de surface due aux
vents paralleles & la cote |Csa78|. Hsueh & Cushman-Roisin [HCR83|, mo-
tivés notamment par des observations de fronts océaniques prés du talus
continental, ont analysé l'effet de la topographie du fond, en considérant un
fond ayant une pente constante par morceaux. Dans le méme but, Ou [Ou83)|
a examiné ’ajustement lorsque le fond comporte une marche. L’ajustement
dans un fluide composé de trois régions homogenes a été analysé par Van Hei-
jst [Hei85] : dans ’état initial, une région au repos comportant deux couches
de densités différentes, superposées, est séparé d’une région homogeéne ayant
une densité intermédiaire. Enfin, nous pouvons mentionner que ces modéles
ont également été utilisés dans d’autres but : notamment Stommel & Veronis
[SV80] ont analysé le transport barotrope que pouvait occasionner ’ajuste-
ment d’un gradient horizontal de densité dans des fluides composés de deux
ou trois régions homogénes.

Les modéles qui nous intéresseront dans la suite sont ceux pour lesquels la
variation de la densité est continue. Le modéle d’ajustement sur fond plat de
Csanady [CsaT71] est amélioré par Ou |Ou84| qui a considéré ’ajustement d’un
gradient horizontal continu de densité pour un fluide initialement au repos. Il
décrit analytiquement 1’état ’final’ quand celui-ci existe, et montre qu’il n’est
pas toujours possible de définir un état final continu : quand on augmente
I'intensité du gradient initial de densité, il arrive un seuil pour lequel I’état
final comporte une discontinuité sur les bords. Pour des gradients initiaux de
densité plus intenses, il n’est plus possible de trouver un état ’final’ continu.
Wu & Blumen [WB95] ont généralisé cette étude en considérant des états
initiaux & vorticité potentielle nulle avec une distribution de vitesse vy(z).

Blumen & Wu [BW95| ont considéré I’ajustement d’un gradient initial
dans un fluide & vorticité potentielle uniforme : dans I’état initial, le fluide
est au repos, avec une stratification constante a laquelle s’ajoute un gradient
horizontal? de 6. IIs utilisent comme coordonnées le moment géostrophique

2Température potentielle dans une interprétation atmosphérique, densité dans une in-
terprétation océanographique.
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M et la coordonnée verticale finale Z, et obtiennent la distribution finale de
0.

Enfin, Kalashnik [Kal98, Kal00| a proposé une étude de l’ajustement
dans un fluide a vorticité potentielle uniforme pour des gradients initiaux de
0 au-deld du seuil pour lequel une discontinuité apparait dans ’état 'final’.
Il montre que "on peut trouver une solution des équations qui respecte les
lois de conservation si ’on accepte dans cette solution une discontinuité qui
part des bords et rentre vers 'intérieur du fluide. Comme chez Cullen et al
|CP84, CNP9I1| I’écoulement au niveau de cette discontituité obéit a la loi
de Margules. Kalashnik décrit cette solution comportant une discontinuité
comme I’état final’ du systéme, et suggére que ’ajustement géostrophique
constitue un mécanisme de frontogénese autre que la frontogénése de défor-
mation. Or, un état comportant une discontinuité ne peut pas étre considéré
un état final du systéme, des phénomeénes turbulents et dissipatifs empéche-
ront une telle discontinuité de se former. Il faut donc comprendre ces résultats
comme indiquant surtout qu’il est possible de trouver des états initiaux pour
lesquels il n’existe pas d’état ajusté qui soit continu, et a partir desquels 1’évo-
lution du fluide fera vraisemblablement intervenir des déferlements suivis de
processus dissipatifs.

Author Year PV v Coordinates | Variables
Ou 1984 Zero vy =0 (z,2) (X,2)
Wu & Blumen 1995 Zero vy (x) (M, Z) v
Blumen & Wu 1995 Uniform | vy =0 (M, Z) 0
Kalashnik 1998, 2000 | Uniform | vy =0 (M, Z) 0

TAB. 4.1 — Tableau récapitulatif des études diagnostiques de Dajustement
géostrophique d’un fluide bidimensionnel avec vorticité potentielle nulle ou
uniforme.

Le tableau 4.1 résume quel probléme a été traité, et en utilisant quelles
coordonnées, par chacun des travaux mentionnés ci-dessus sur l’ajustement
dans un fluide stratifié; (x, z) désignent les coordonnées initiales des parti-
cules, (X, Z) désignent les coordonnées courantes (’finales’) dans la descrip-
tion lagrangienne, et M = v + f x est le moment géostrophique.

Les parties qui suivent sont basées sur un article en préparation [PZ02a/,
et sont par conséquent en anglais.

4.2 Nonlinear geostrophic adjustment in the strati-
fied case

In the present and the two following sections, we consider a continuously
stratified fluid between a flat bottom and a rigid lid. Here, as in the one layer
shallow water model, a Lagrangian description of the flow is possible and has
the following advantages :

— essential conservation laws (PV, geostrophic momentum) are explicit

in the Lagrangian variables;
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— the full dynamics of the system can be reduced to only two equations for
the Lagrangian positions of particles ; moreover, these may be reduced
to a single equation when the PV is constant ;

— the form of these equations is such that the separation of the flow into
a fast and a slow (or adjusted) component becomes evident.

Below, we present the Lagrangian description of motion (subsection 4.2.2),
and focus on the determination of the adjusted part of the flow. The par-
ticular cases of initial conditions with zero and uniform potential vorticity
are considered in a unified approach in 4.2.3, reproducing known results. In
the general case, the adjusted state if it exists is the solution to an elliptic
Monge-Ampére equation ; this is discussed in 4.2.4.

4.2.1 The primitive equations

The primitive equations used are inviscid, Boussinesq, hydrostatic and
adiabatic (c¢f [HB72, MG80]) :

Du

E‘Ffezxu"i_vHQb:Oa (448‘)
0
0
Vau+w, =0, (4.4c)
Do
— = 4.4d
D0 o, (4.44)

where ¢ is geopotential and g is the gravitational acceleration constant. The
meaning of z and € differ for the oceanic and atmospheric interpretations. For
the oceanic context, z is physical height and 6 is density. For the atmospheric
interpretation of equations (4.4a)-(4.4d), 6 is potential temperature, and z
is the modified pressure coordinate introduced by Hoskins and Bretherton
(pseudo-height) |[HB72| :

P\ b/
z =124 |1 - (E) , (4.5)
with s
=7 0 , and v = @ (4.6)
v — 1 pog Cy

In the above, Py and pg are surface pressure and density constants; ¢, and
c¢p are the specific heats of air at constant volume and constant pressure
respectively. Pseudo-height z and physical height h are linked by the following
relationship : 0dz = Oydh.

Invariants of the equations

Extensive use will be made of the Lagrangian invariants of the equations
(4.4a)-(4.4d), and they are hence recalled below.

Two invariants of the equations of motion are potential temperature 6
and potential vorticity ¢ = (fk + V x ug) - V@ (vertical velocity is absent
because of the hydrostatic approximation).
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Furthermore, we will consider situations with no variation in the along-
front (y) direction :
Oy(...)=0.

The equations then have an additional invariant : the geostrophic momentum
M = v+ fz. Using M, the expression for the potential vorticity is (¢f (4.2)) :
0(M,0)
0(z, z)

q = (f + 8:1:'0) 0,0 — 0,0 0,0 = . (4.7)

Finally, note that the thermal wind balance can also be rewritten using
M

oM g 08

The three invariants (6, ¢ and M) and the above expressions will play an
essential role in the description of a tentative adjusted state corresponding
to a given set of initial conditions.

4.2.2 Lagrangian formulation

In describing adjustment of a stratified fluid towards a geostrophic state,
the Lagrangian formulation of the equations, as in the single layer shallow-
water context |[ZMPO02], turns out to be a powerful tool because it makes full
use of the conserved quantities.

All quantities being independent of y, we can describe the motion by
following the positions of strings of fluid particles parallel to the y axis in the
(z, z) plane. These lines of particles always remain straight ; we will simply
call them particles.

The independent variables (Lagrangian labels) will be the initial positions
x and z, and time ¢. The dependent variables, X (z, z,t) and Z(z, z,t), define
the position at time t of a particle labelled (x,z). The time derivative of a
Lagrangian quantity?® will be denoted by a dot : for example, X = u. The
conservation of #, M and q takes a simple form in Lagrangian coordinates :

=0, M=0, ¢=0.
The incompressibility constraint is :

(X, Z)

—==1. 4.9

90z, ) )
This equality is used, along with the properties of the Jacobians, to transform
the horizontal pressure gradient term in (4.4a), and the vertical pressure
gradient in (4.4b). The following equations are thus obtained :

X+ f2X + ?9((? f)) = f(vr+ fz), (4.10a)
a(Xa ()b) _ 0[
2@z) g% , (4.10Db)

3By definition, a material derivative.
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where vy (z, z) and 6;(z, z) are initial values of the jet velocity and potential
temperature.

In the above equations the geopotential ¢ can be eliminated by further
differentiation, yielding two nounlinear equations for X and Z :

IX,X) OX, fu+fz) | g061,2)

o(z,z) Oz, 2) Oy O(z,2) =0, (4.11a)
X, Z)
Yo = (4.11b)

where only the term X involves time derivatives.

The separation of the flow into a slow (stationary here) and a fast com-
ponent becomes straightforward in the above equations : the slow component
is the solution of the equations without time derivatives, and the fast part is
the rest. The slow part thus defined, if it exists, is the stationary state obtai-
ned in diagnostic studies of geostrophic adjustment : it is the geostrophically
adjusted state that conserves the initial PV and geostrophic momentum.
Note that one of the great advantages of the Largangian formulation is that
the initial conditions vy and 6; are explicitly included in the equations.

Hence, the adjusted state is given by (Xj, Zs), which satisfy the equa-
tions :

_8(Xs,f(7)[+fl‘)) + ia(elazs)

Oz, z) Oy O(z,z2) =0, (4.12a)
XX, Zs)
S =L (4.12D)

The first of these equations simply states the thermal wind balance (cf (4.8)).
If the fluid reaches a stationary state without dissipation, this state is neces-
sarily the solution to the above equations. However, as before, the problem of
existence and uniqueness of solutions arises. This problem is treated below
in particular cases, with some indications on what happens in the general
case.

Even if the stationary equations do have a unique solution, the following
questions arise : does the fluid reach it? On what timescale? What can
happen that can prevent the fluid from reaching this solution ? Elements of
answer to these questions are given in sections 4.3, 4.4 and 4.5.

Finally, note that equations (4.12a) and (4.12b) have been obtained di-
rectly from the primitive hydrostatic Boussinesq equations. We will see below
that for configurations that are y-independent there is a connection between
these exact solutions and approximate solutions obtained from the semi-
geostrophic equations.

4.2.3 Uniform potential vorticity cases

Equations (4.12a)-(4.12b) can be simplified considerably in cases of zero
potential vorticity (ZPV) and uniform, positive potential vorticity (UPV).
These cases have been considered in detail in the exisiting literature, starting
from Hoskins & Bretherton [HB72| in the context of the semi-geostrophic
equations. The paper |[HB72| was focused on describing frontogenesis due to
a deformation field. A diagnostic approach of the geostrophic adjustment of
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a horizontal density gradient has been considered by Ou [Ou84| and by Wu
& Blumen |[WB95| for the ZPV case, and by Blumen & Wu [BW95| and
Kalashnik [Kal98, Kal00] for the UPV case.

Below we describe ZPV and UPV cases using the Lagrangian approach,
and appropriate changes of coordinates.

The zero PV case

Geostrophic adjustment of a horizontal gradient of density or potential
temperature in an initially motionless fluid was investigated by Ou [Ou84],
who determined diagnostically the final positions of fluid particles. Wu &
Blumen extended this result to a case with an initial barotropic distribution
of velocity vy(z), solving for the final velocity v. We describe below how the
solution is obtained for the coordinates of Lagrangian particles (X, Z) for an
initial condition including a non-zero velocity vr(x).

The simplest class of initial states one can chose in order to have zero
potential vorticity consists of states with purely horizontal density gradients
and no vertical shear in v. Hence we take

0y =0;(x) and v =wv(x) (4.13)

as initial conditions. Injected into eq. (4.12a), this yields®* :
97 g0,
—=+ =0, 4.14
aZ 90 ( )
where the prime denotes the z-derivatives of functions which depend only on
x. For brevity we note v} + f = M’', and introduce ©" = g6’ /6y. The above
equation can be integrated to give :

~ Flx) B o’

M M
where F(z) is a function yet to be determined. As M and 6; depend only
on z, the above equation shows that isentropes (or isolines of geostrophic
momentum) are straight lines in the final state.

Expression (4.15) can then be injected into eq. (4.11b), yielding an ex-
pression that can be integrated for Z :

Z? (f(;\);,>,—2(%>,Z+2(g(w)+z):0, (4.16)

where G(z) is a second function of z to be determined. The two functions
F(z) and G(x) can be determined by requiring that fluid parcels initially on
the upper and lower boundaries remain there :

aa—ff(v’ﬁf) +

(4.15)

Z(z,0) =0, and Z(z,1)=1. (4.17)
The following expressions are thus obtained :
X =2+ A(z) (% —Z) ; (4.18a)
1 1 1 2
Z = Y] 1+ §A’(x) - \/(1 + §A'(x)> —2zA'(z) | (4.18b)

“For brevity, we drop the subscript s.
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where we introduce the notation A = %. Parcels initially on the horizontal
line z = 1/2 do not move, as can be seen by taking Z = 1/2 in (4.18a).

.............................. Do
1t -
//
-3 -2 -1~ 1 2 3
_____ - -1t
) Db
b) -3 -2 -1 1 2 3

C) 3 2 1 0 1 2 3
1.
0.75
—-—--0.5
- ~
- - <
-7 0.25 S~
- -
————— bl L L el S,
3 2 1 2 3
0.25
0.5
-0.75
d)

FiG. 4.1 — Geostrophically adjusted state for an initial state with zero po-
tential vorticity and vy(z) = 0. a) displays the profiles for 0y = tanh(x)
(dashed ; defined up to an additive constant), and A’ (plain) ; b) displays the
positions of the isentropes in the corresponding adjusted state (these isen-
tropes are chosen to be equally spaced in x at z =1/2); ¢) shows isotachs of
the velocity field, and the velocity on top (dotted) and bottom boundaries
(plain) as a function of X is shown in d). All constants being taken equal
to 1, the threshold for the formation of a discontinuity is A" = +2; this is
indicated in a) by dotted lines.

If a discontinuity forms, it will be on a boundary [HB72|, where 0, X (z,0) =
0 or 0, X(x,z,) = 0, i.e. where isentropes ’graze each other’ |[Ou84|. From
(4.18a), this will happen if :

0X B 1,
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-

FiG. 4.2 — Same as figure 4.1, but from an initial condition including a non-
zero velocity distribution vy(z) = 0.55e™*", shown in a) as the short-dashed
line. The region of anticyclonic shear corresponds to the region where 0} is
negative, and hence favors the formation of a discontinuity near the ground,
as can be seen. Note however that the maximum positive value of A’ is also
to be found in the anticyclonic region.

or, coming back to original notation :
foo \ f + v} Foo \f+vp  (f+0))? ' '

This condition was found already in [BW95]. The presence of an initial vy
can be seen to have the following consequences :

1. The slopes of isentropes in regions which were initially anticyclonic v} <
0 will have shallower slopes than without the initial velocity distribution
(cf (4.18a)). vy acts to locally lower the Coriolis force, hence allowing
the fluid to spread further. Conversely, in regions of initial cyclonic
shear, this shear enhances locally the Coriolis force and the fluid spreads
less, yielding steeper slopes for the isentropes (cf (4.18a)).
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2. Because of the above, the regions of anticyclonic shear will be favorable
to the appearance of the discontinuity, either on the ground or near the
lid.

This is illustrated in figures 4.1 and 4.2. Although the case of zero PV is a
crude simplification, it gives indications on the effect of an initial shear that
we could not obtain analytically for more realistic situations. In particular,
the anticyclonic regions favour the formation of a discontinuity.

We have described above the adjusted state for situations with zero poten-
tial vorticity, and identified the condition for the final state to be well-defined
(|A’| < 2). The study of the ZPV case shows that it may be impossible to find
a smooth adjusted state for initial states of the fluid with strong horizontal
gradients of potential temperature. A solution with a discontinuity in the
along jet velocity extending into the fluid, as in [Cul83, CP84, Kal98, Kal00],
is not acceptable as it is not possible for the fluid to evolve to such a state
(turbulent processes would prevent the formation of such a discontinuity).
The possibility that no smooth adjusted state exists, even for smooth initial
conditions with positive PV (see below) makes a profound difference between
adjustment in the one-layer homogeneous fluid and adjustment in the strati-
fied fluid. The adjustment of unbalanced conditions with zero PV has been
investigated analytically by Blumen [Blu00] and numerically by Blumen and
Williams [BWO1] up to the formation of a discontinuity. The adjustment of
initial states for which no slow part is defined remains an open question.

Geostrophic adjustment and deformation frontogenesis in the zero
potential vorticity case

In the following, we use our notation to describe the approach of Hoskins
& Bretherton (HB) [HB72], and show how the semi-geostrophic description
of deformation frontogenesis is equivalent to a succession of geostrophic ad-
justment problems.

In their study, the fluid has initially small nonzero horizontal gradient of
0, no v, and is embedded in a large scale barotropic deformation field. Hence
the expression of the full horizontal velocity is (v = —az +u' , v = ay +v').
Geostrophic momentum is defined by M = fz + v’ (only the part of the
y-velocity that is not associated with the deformation field is used). With a
proper definition for ¢, the following equation is obtained :

M =—aM. (4.21)

The potential temperature and potential vorticity are conserved, so that the
evolution of the Lagrangian variables 8, ¢ and M is known. As PV is zero, 6
is, at any time ¢, a function of M (cf eq. (4.7)). Now as M varies with time,
this function #(M) changes, with ¢ as a parameter :

O(z) =0 (@) =0 (@ eﬁ> , (4.22)

t
where ﬁz/ a(t)dt . (4.23)
0

At every t, HB answer the question : ’how does the fluid rearrange itself to
satisfy thermal wind balance and conserve 6 and ¢ 7’



AJUSTEMENT DANS UN FLUIDE STRATIFIE. 91

In other words, the semi-geostrophic solution given by HB is a succession
of exact solutions to the problem of the geostrophic adjustment with tighter
and tighter initial -distributions (distributions rescaled by e®()).

The approximation that makes this analogy possible is that HB suppose
that at any ¢, the y-velocity is nearly in geostrophic balance, and their ex-
pression for PV, as it only takes into account the geostrophic part of v, is the
same as the exact expression for the PV in a stationary adjusted solution of
the full equations.

It appears that Ou solved the adjustment of a motionless ZPV fluid in-
dependently, as he does not cite [HB72]; other authors [BW95, WB95| who
treat geostrophic adjustment in the zero PV frame mention [HB72|, but do
not mention this analogy.

In fact, this analogy is valid for the general case of arbitrary initial PV. In
particular, the description of discontinuities penetrating the fluid by Cullen
& Purser |Cul83, CP84| in the semi-geostrophic context parallels that of dis-
continuities in the ’final’ states described by Kalashnik : although the mathe-
matical fornulations are not the same, the principles used are : conservations
of Lagrangian quantities, and the Margules relation for jumps of M and 6
at the discontinuity. This analogy will be important below as it will allow to
use in our context the results obtained for the semi-geostrophic problem.

One immediate consequence is the following : in the semi-geostrophic des-
cription of deformation frontogenesis, discontinuities are known to form not
only in the ZPV fluid, but for any initial condition with a horizontal potential
temperature gradient if we let the deformation field act for a long enough
time. Hence, what was shown above in the particular case of ZPV is not
specific to this case : for an initial condition with a given horizontal gradient
of 0, it is always possible to rescale the 0 distribution so that no adjusted
state will exist. Hence there are initial conditons for which it is impossible
to reach a continuous steady state without dissipation and, hence, the slow
part of the flow is not well-defined. This makes a profound difference with
the one-layer case : there we proved that an arbitrary state with a localized
perturbation could be split into a well-defined (existence and uniqueness)
slow part and a fast part if the PV was positive.

Uniform potential vorticity case

Geostrophic adjustment of a fluid with uniform PV was described by Blu-
men & Wu [BW95]. Using geostrophic momentum and final Z as coordinates
(cf [HB72]), they obtained a Laplace equation for the potential temperature.
Below, we show that the determination of the positions of particles in the
adjusted state is also equivalent to the resolution of a Laplace equation, but
that the Lagrangian formulation has additional advantages : an equation is
obtained which describes not only the steady state but the full dynamics of
the fluid, and in particular fully nonlinear inertia-gravity waves.

For a state of uniform nonzero PV, we take

N2
vy =0, and 6; =6 <—z + 1,0(:):)) , (4.24)
)

as initial conditions, where 9 (z) is an arbitrary function, say, with a compact
support derivative, and N? is constant. Injected into (4.11a), this yields the
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following equations for the evolution of the system :

(X, X — f2x) ,0Z  N%29Z\ _
TP g ( e ?£> =0, (4.25a)
88(();: ZZ)) =1. (4.25b)

We propose to change variables, and use the final vertical position Z of a fluid
particle instead of the initial z (this is, up to a factor f, the same change
of variables as that used by HB). Hence the dependent variables are now
X(z,Z) and z(z, Z). The Jacobian of the transformation is :

Oz, Z) _0Z
Nz, z) 0z

(4.26)

In this new system of coordinates, equations (4.25a) and (4.25b) become :

(X, X — f2z) , 20z
W-I—W—N%—O, (4.27&)
0X 0z
S as=0. (4.27b)

The advantage of using (z, Z) coordinates is clear, it linearizes the incom-
pressibility constraint. Equations (4.27a) and (4.27b) can be combined into
a single equation :

0 IX, X - frz) N2O*X

AL2Z )0 PO R 4.2
0z Iz, 2) + g 0x? (4.28)

This equation describes the full dynamics of the UPV case. It is straight-
forward to check that the linearization of this equation yields the expected
equation for linear internal-gravity waves. However, behind its attractive sim-
plicity are hidden important nonlinearities : the time derivative in X is un-
derstood as a derivative taken at  and z constant. As the change of variable
depends on time, this term becomes complicated and involves important non-
linearities when transformed into derivatives at « and Z constant. Hence, this
change of variables is only useful to describe the stationary part of the flow.
Taking the stationary part of this equation, we obtain a Laplace equation
which describes the adjusted state to which the fluid will try to adjust :

0%X N N2 0?°X
072 g 0Ox?

f2 =0. (4.29)
Boundary conditions will be of Neumann type : they are obtained by using
(4.27a) and the fact that particles which are on the boundaries in the adjusted
state were initially on the boundaries too : z(z,0) = 0 and z(z,1) = 1. The
following boundary conditions are obtained :

0X g .,

— == 4.30
By standard methods using the Schwarz integral for the strip in the com-
plex plane |[LS87], solutions for the Laplace equation (4.29), with boundary
conditions given by (4.30), may be obtained.
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However, the solution obtained for X does not always correspond to a
physical solution. For X to describe a physical solution, the Jacobian (4.26)
has to be nonzero everywhere, implying from (4.27b) that

0X

D >0
everywhere. As illustrated by the particular examples of previous studies
[BWO95, Kal98, Kal00|, there is, for a given form of %, a critical intensity of
the initial #-gradient for which a discontinuity appears at the boundary. For
initial gradients stronger than that critical value, a well-defined, continuous
adjusted state no longer exists.

4.2.4 General case : arbitrary PV

In the general case, if the PV is strictly positive, it is possible, to change
variables and use M and @ as spatial coordinates. The Jacobian of the trans-
formation is the PV (cf (4.7)). With this change of variables, we will show
that the adjusted state of the fluid is a solution of an elliptic Monge-Ampére
equation. Known mathematical results on this equation, however, do not
allow us to give general conditions for the existence of an adjusted state.

In (M, 0) coordinates, the thermal wind becomes :
0X g 07
— = 4.31
20 0y oM (4:31)

Hence the final positions of the fluid particles can be considered as the deri-
vatives of some function ¥ :

g Ov¥
X=ZL__ 4.32
ov
7 =f—. 4.32
o (1.320)
The transformation from (z, z) to (X, Z) yields :

O(M,0) O(x,z)

from which we can obtain, replacing X and Z by their expressions (4.32a)-
(4.32b) the following Monge-Ampére equation for the function ¥ :

2 2 2 2
otV o [ o7V :@1‘ (4.34)
OM? 062 oM 00 gf q
This equation has oblique Neumann-type boundary conditions® :
S OL(9).02(6)) = £ (4.350)
g 0¥ 0¥
= f— + .
(00 PYYRLArT — (z(M,0),2(M,0)) as M — +oo, (4.35b)

Sthe condition is on the gradient at the boundary, but not necessarily in the direction
normal to the boundary
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where (M4 (s),0+(s)) define the upper and lower boundaries in the (M, #)
space (s is an arbitrary coordinate along those boundaries), = and z are initial
positions. In the above boundary conditions, it is assumed that fluid on the
boundaries remain there.

Much research has been carried out on the Monge-Ampére equation, par-
ticularly in the framework of the semi-geostrophic equations. Solutions to an
elliptic Monge-Ampére equation in a bounded convex domain were exten-
sively studied by Cullen and collaborators [Cul83, CP84, CP89, CNP91]| in
view of extending the semi-geostrophic description of frontogenesis beyond
the point where a discontinuity forms. The semi-geostrophic description of
the flow involves the resolution, at each timestep, of an elliptic Monge-
Ampeére equation similar to (4.3). Positiveness of the PV was shown to be a
key issue for stability [SC87| and a necessary condition for solving this equa-
tion, and it was shown [CP84, CP89, CNP91]| that it was always possible
to rearrange fluid elements, respecting conservation of potential temperature
and the Lagrangian evolution of geostrophic momentum, in order to obtain
a solution. However, these solutions may include discontinuities in v and 6,
making them unacceptable as adjusted states. Hence, although the parallel
between geostrophic adjustment and the semi-geostrophic description of de-
formation frontogenesis seems promising, it appears that their results cannot
be used to determine conditions for the existence of a smooth solution to
(4.34), at least not directly.

b)

FiG. 4.3 — Description of the initial conditions for the fluid for two sets of
coordinates : a) in (z,z) coordinates : the lines shown are isentropes (heavy
fluid to the left); b) in (M,0) coordinates : the lines are isolines of z.

To our knowledge, more general mathematical studies on elliptic Monge-
Ampeére with Neumann boundary conditions [LTU86, Urb98| do not allow
us to conclude either, in particular because they are restricted to convex
domains. Indeed, our equation does not have standard Neumann boundary
conditions, but oblique Neumann type boundary conditions. Moreover, and
more importantly, the domain in (M,0) space is generally not convex, as
shown in fig. 4.3.
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4.2.5 Summary

The separation of frontal anomalies into a slow and a fast part has been
investigated in a continuously stratified fluid with no variations in one di-
rection. The Lagrangian description of the motion gives equations which
unambiguously define this separation. However, continuous solutions for the
slow part do not always exist, even for smooth initial conditions with positive
PV.

In a fluid with zero PV, we obtained the condition for the existence of
the slow (or adjusted) part of the flow. This latter was explicitly given. An
analogy between the semi-geostrophic description of deformation frontogene-
sis and the geostrophic adjustment problem was made, providing insight for
the latter.

The determination of the adjusted part of the flow in a uniform PV fluid
was shown to be equivalent to solving a Laplace equation with Neumann
boundary conditions. This equation can be solved using standard methods,
and we gave the criterion to decide if the obtained solution corresponds to a
physical state of the fluid or not.

Finally, for the general case with strictly positive PV, it was shown that
the adjusted state is a solution to a Monge-Ampére equation with oblique
Neumann boundary conditions. Mathematical results on the conditions for
the existence of smooth solutions to this equation are not known.

Hence there is a fundamental difference between the one or two-layer
fluids and the continuously stratified fluid for the problem of separating the
flow into slow and fast parts. In the one and two-layer fluids, sufficient condi-
tions for the existence and uniqueness of the adjusted state were obtained.
In the stratified case, it is possible that no continuous adjusted state exists
for a given initial condition with positive PV.

4.3 Perturbative approach for waves on the back-
ground of a jet in the stratified case

In the previous sections, we advanced analytically as far as we could in
the description of the adjusted state. Even if a smooth adjusted state exists,
however, it is not guaranteed that the fluid will reach it as its final state.
A first obstacle will be strongly nonlinear phenomena leading to dissipative
processes, linked for instance to wave breaking. Another obstacle is the pos-
sibility of trapped waves, which were found already in the two-layer model.
It is on these that we focus in the present and following sections.

We attempt to understand analytically the behavior of the fast part of
the flow in the late stages of adjustment (i.e. when the tentative adjusted
state is nearly achieved); equivalently, this is the study of the behavior of
linear waves on the background of a jet and of the weak nonlinear effects of
these waves on the jet, if any.

The three next sections consider this problem, successively in the general
case, for a nearly barotropic jet, and for a jet varying slowly in the vertical.
This is investigated using perturbative multi-timescale analysis in Eulerian
coordinates, which are sufficient for present purposes. We will use the fact
that the transverse velocities u and w have no influence on the adjusted state
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of the fluid (c¢f eq. (4.12a)-(4.12b)), and consider an initial state consisting of
a jet in geostrophic equilibrium and a perturbation on « and w. In this way,
we have an exact knowledge of the slow part of the flow (the adjusted jet),
and can hence understand unambiguously the nonlinear contributions of the
waves.

The general case is described in the present section, with a deformation
field included in order to make the comparison with the Sawyer-Eliassen
equation clearer. Unfortunately, it is difficult to progress analytically in the
general case. Thus, in section 4.4, the jet is assumed to be nearly barotropic,
making it possible to describe analytically the solutions and to examine the
effect of the wave-wave nonlinear terms on the slow fields. Finally, in section
4.5, the case of a jet varying slowly in the vertical is considered using a WKB
approximation, indicating the possibility of singular levels where the waves
dissipate.

4.3.1 Scaling of the equations

The scaling of the primitive equations essentially follows the same lines
as for the semi-geostrophic analysis of a front, except that time is scaled as
1/f, so that fast motions are not filtered out.

The typical z-lengthscale will be L, vertical lengthscale will be H. Ve-
locities are scaled as V' in the y-direction (along-front), and as U in the
z-direction, with 6 = U/V a small parameter. Vertical velocity is scaled as
W =UH/L.

The scaled equations are :

60su + 0°Ro (udy + wd,)u — v+ ¢ =0,
0w + 0Ro (udy + wo,)v + du =0,

Ug +w, =0, (4.36¢

Oip- + 0Ro (udy +w0:) s = 0, (4.36

where Ro is the along-front Rossby number (measure of the jet’s relative
vorticity) :
Ro= (4.37)
0 T .
which we will suppose to be equal to 1.
The transverse circulation will be described using a streamfunction 1 :

9 _9%
0z’ YT s

The motion is considered for a layer of fluid bounded by a flat bottom and a
flat, rigid lid, at z = 0 and z = 1, as in [HB72]. The boundary conditions are
that w = 0 on both of these horizontal surfaces, imposing that 9 be constant
on these surfaces.

(4.38)

u =

The deformation field

For comparison with the classical situation of deformation frontogenesis
(c¢f |HB72|), a horizontal deformation field which enhances cross-front gra-
dients can be included : ugy = —dazr and vy = day. This velocity field is
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supposed to be barotropic and geostrophic. The associated geopotential ano-
maly such that advection of the deformation field by itself will not be present
in the equations is :
Sa?
da(z,y) = dawy — ——(2* + 7). (4.39)

Below, to restrict attention to the geostrophic adjustment problem, one needs
only to set « to zero.
Scaled equations with the deformation field are :

—09 _52L7(1/}a Vz) +5204(¢z +xth,y)  —v +¢, =0, (4.40a)
vy +6T (¢, v) +oa(v — zvy) -0, =0, (4.40b)
b2t +6J(¢7 ¢z) —0axd s =0, (4.40C)

where J is the Jacobian operator, and where we have aligned time deri-
vatives, advection terms, terms due to the deformation field, Coriolis and
pressure terms.

4.3.2 The equations at successive orders

At the leading order, the equations are diagnostic and yield the geostro-
phic equilibrium :

FOBON (4.41)

where both v(9) and ¢(© are independent of the fast time ¢.

Order 1 equations

At order 1, terms describing the advection of the jet velocity and the
associated geopotential appear in the second and third equations.

_¢£[t)) — oM 4 ) =0, (4.42a)
o) + o)+ TGO, 0®) + a@® — z0l) -y =0, (4.42b)
0+ 8 + T, 60) —azg@ 0. (442)

The deformation field appears only starting from this order.

Equation for the transverse circulation Our main interest focuses on
the equation for the transverse circulation respousible for frontogenesis. Re-
placing v(® and v(!) by their expressions given by (4.41)and (4.42a), and
taking —0,(4.42b)+0,(4.42¢), the following equation for (%) is obtained

Lo [0 = (1+ ¢ + 0 — 29D (D + Q3 = 209 |  (4.43)

where we have introduced the notation £¢(o) for the linear differential ope-
rator on the L.h.s. When averaged over fast-time, this equation yields the
Sawyer-Eliassen equation (e.g. [Hol92]) :

Lo = 1+ 6T — 25060 + T 06Q = 2000 . (444)
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Such time-averaging is justified when there is a scale separation between the
timescales of waves and of the frontal circulation, which is also a condition
for the validity of the semi-geostrophic approximation [Hos82].

When frontogenesis is studied using the semi-geostrophic equations, the
Sawyer-Eliassen (SE) equation (4.44) yields diagnostically the transverse cir-
culation needed at each instant to maintain the thermal wind balance for
the along-front wind. It is elliptic as long as PV is positive, and, given the
boundary conditions, has a non-zero solution (i.e. there is a slow transverse

circulation E(O)) only if the forcing on the r.h.s. is nonzero (only if a # 0).
This point will be important later on.

Fast motions in the general case

Contrarily to (4.44), equation (4.43) includes a double-time derivative,
and hence is not diagnostic. The forcing term on the r.h.s. is slow, hence the
solution is the sum of the slow transverse circulation obtained from (4.44),
and fast solutions to the homogeneous equation £¢(o) [¥] = 0, describing
linear waves on the background of the jet.

Some insight can be gained regarding these by considering naively a Fou-
rier decomposition of (%), For the spatial structure of the Fourier component
at frequency w (1/1&0) (x,z)) the homogeneous part of eq. (4.43) becomes :

1+ ¢ — )y, — 290 o) + ) 9 =0. (4.45)

This equation is elliptic in variables & and z when
2y 4(0 0))? 0 0) 2
(1490 - - (40) =@ - 9Qu? >0,  (449)

and hyperbolic otherwise® (in the above, ¢(©) is the leading order PV). Given
the boundary conditions, hyperbolicity of this equation in some region is a
necessary condition for a non zero solution, i.e. for waves at frequency w
to exist. For w < 1, this equation may be hyperbolic locally in regions of
anticyclonic shear. Now, modes with w < 1, if they may exist, would be
evanescent outside of the anticyclonic region of the jet; hence they would be
trapped.

Qualitatively |[KT95], the relative vorticity of the jet modifies locally the
Coriolis parameter to the value 1 + vg([;o), making it possible to have waves
with subinertial frequency 1 + WV <w<1 |Kun85|.

However, equation (4.46), and more generally equation (4.43), are too
complicated in the general baroclinic case to make progress analytically. We
cannot determine whether it is possible, inside a localized jet, to have a trap-
ped mode with a fixed spatial structure (15(0) o 1&(3&, z) et + c.c.), although
it seems unlikely (cf section 4.5). Furthermore, the presence of the time-
derivative in (4.43) makes the usual change of variables used to investigate
the Sawyer-Eliassen equation ineffective. Hence, the simplifying assumption
that the jet is nearly barotropic will be made (section 4.4 onwards) to allow
further analytical investigation of this equation.

6 Away from the jet, ¢(® ~ ¢§‘? and the equation is hyperbolic for all w > 1.
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Order 2 equations

Once the order 1 quantities, among which the waves, are known, it will be
necessary to go to next order in order to determine possible nonlinear effects
of these waves on the slow geostrophic flow. These are the ones that interest
us as ther are excluded from the semi-geostrophic equations. The equations
at order 2 are :

) — 0@ 1 ¢ = + T (O, 9O) — a(p® + 2pQ),  (447a)
o + D, 00) = g0 = 7, o0) — a(u® —zoM),  (4.47b)
6% + T (D, ¢0) = ~T (O, L) + azgl) . (4.47¢)
Once again, 09 v and v@ are replaced in (4.47b) by their expressions

from (4.41), (4.42a) and (4.47a). Then, taking —0,(4.47b)+0,(4.47c), the
following equation for 11 is obtained :

L 4(0) W(l)] = —21/12%1 + N1+ Ny, (4.484a)

where Ny = =68 + 2000 8 — Dol
- [7@® @) - [7@O,6)] . (@as0)
and No = 20(l2) + o) (4.48¢)

The terms in N} and N, on the right of (4.48a) are of five kinds : the terms
in N7, present whether there is a deformation field or not, are quadratic
combinations of the fast motions, the slow ageostrophic circulation, and the
slow order 1 corrections to the jet. The terms in N5 indicate the effect of
the deformation field and will not be examined here. From here on, the
deformation field is omitted.

About potential vorticity

It is worth noting that the inversion of PV does not identify exactly the
slow part of the flow in this context. Indeed, the PV of the jet is O(1), and
the trapped waves have a small O(0) signature on PV through advection, as
the expansion for ¢ = (1 + vy) ¢, — v, ¢, shows :

2
¢ = (1 ﬂéo)) o0 _ (Ugm) , (4.49a)
0 = (14 00) 6D + oD 60 — 200D (4.49D)

The slow part of the flow is exactly known, it is ¢(®) and the associated v(©).
Hence the PV linked to the slow part of the flow is exactly ¢(¥, and the
waves have a O(8) signature on the PV, given by ¢{%). As a consequence, the
inversion of an instantaneous PV distribution to separate fast and slow parts
of the flow will not have precision better than O(1). Moreover, the 'vortical
part’ thus obtained would not be slow : it would vary on the same timescale
as the waves, as illustrated in the one layer model for strongly nonlinear
situations in [KP99].
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4.4 Barotropic jet example

Equation (4.43) is too complex to proceed analytically in the general case,
but it can be greatly simplified if the jet is considered barotropic at leading
order. This assumption will be made in the present section, allowing us to
investigate the structure of the waves and the nonlinear terms associated with
them. It will be shown that, as in the two-layer model, trapped modes are
possible (subsection 4.4.1). It will also be shown that these trapped modes do
not force any slow transverse circulation, but that they do induce a second
order correction to time averaged fields : for instance, the time-averaged PV
in a jet with a trapped mode differs from the PV of the jet alone by a quantity
of order 2.

Technically, an important point is to clearly identify a slow and a fast
component. Hence, we will consider the geostrophic adjustment of a pertur-
bation of u and w on the background of a nearly barotropic adjusted jet.
The latter is defined by v; = 0p¢;, which we separate’ into a barotropic
leading order term v (z) = 9,6, and first order baroclinic corrections
v (z,2) = 0,00,

4.4.1 First order calculation and existence of trapped modes

The geopotential at leading order describes the jet and the mean strati-
fication which we suppose constant :

30 = & (z) + % . (4.50)
The leading order jet velocity is v(® = & where the prime denotes z-

derivative ® = 0@ /0.

An explicit example which will allow for analytical solution for the waves
is considered for illustration. It consists of a compact jet for which the re-
lative vorticity is piecewise linear and antisymmetric relative to £ = 0. The
corresponding profile is shown in (fig. 4.4).

F1G. 4.4 — Profiles used to obtain analytical solutions : ® (dashed), jet velo-
city ®' (plain) and relative vorticity ®" (thick) for the jet used for explicit
calculations in appendix B. The parameters are the half-width and the maxi-
mum value of the relative vorticity ; here both are taken equal to 1.

"Contrarily to what was done in the prvious section, the slow part of the flow will not
be descibed only by ¢* and v(®.
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FiG. 4.5 — Dispersion relation for the trapped modes in a jet with profile
given in Appendix B, with M = 0.9 and L = 1; horizontal axis is w, vertical
axis is n. If this had been plotted for greater n, the vertical asymptote w =
V0.1 = 0.32 would appear.

Equation for the transverse circulation

The assumption of a nearly barotropic jet greatly simplifies the equation
for the fast part of the flow (4.43), which becomes :

1+ 0"+ 8y) p9 1+ 90 = 0. (4.51)

This equation allows separation of variables and a regular Sturm-Liouville
problem is obtained in the vertical ; given the boundary conditions, the family
of eigenfunctions are sin(nnz). Hence the solutions will be of the form :

PO (5, 2,t) = Zsin('mrz) PO (z,1) . (4.52)

We search solutions for 1/17(10) (x,t) with a time dependence of the form e~
A singular® Sturm-Liouville problem is obtained in the horizontal. We note
Yne() the horizontal structure of a mode with vertical wavenumber n and
frequency w. The equation for ﬂnw(w) takes the form of a Shrédinger equation

for stationary states of a particle in a potential (e.g. |[Mes61]) :
azv:vqﬁnw - n2ﬂ_2(1 + o — w2)1ﬁnw =0. (4.53)

Discussion of this equation becomes easier if we make the factor n?n? disap-
pear by rescaling x as X = nnx, yielding the equation :

Yxx — (1+@"(X/nm) —w?)p =0. (4.54)

Here the potential is clearly identified as 1+ ®”(X/nr), and the eigenvalues
are the w?. For any given profile of ®, the depth of the potential will always
be the same, but its width will depend on the vertical wavenumber nmx : the
smaller the vertical scale of the waves, the wider the potential.

It is known that the Shrodinger equation (4.54) has a continuous and a
dicrete spectrum (e.g. [Mes61|) of eigenvalues w?. In our case, both asymptots
of the potential (1 4+ ®") are equal to one; hence, for a given n, we have

Swith © €] — 00, +00]
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— a continuous spectrum of solutions with w > 1. This part of the spec-
trum is doubly degenerate (two independent solutions for each eigenva-
lue w) and corresponds to free (propagating) waves (the usual inertia-
gravity waves).

— a discrete spectrum of solutions with subinertial frequencies :

Min(1+0") <w<1. (4.55)

This part of the spectrum is nondegenerate, and corresponds to loca-
lized solutions. These solutions are exponentially decaying outside the
region where (1+®” —w?) < 0, and have an oscillatory character inside
that region : they are trapped in the anticyclonic region of the jet. For
any given n, the fundamental mode ('mode 0’, lowest possible w) has
a horizontal structure with no node; the next mode ('mode 1), if it
exists, will have one node (cf fig. 4.6), etc. ..

Such trapped subinertial modes have been investigated in rectilinear jets
with small Rossby numbers by Kunze, using a WKB approximation [Kun85].
The minimal value that he obtained for the frequencies of trapped waves is
the linear approximation of the one given in (4.55). Subinertial modes in
cyclonic vortices have also been investigated |[KB98, Smi99|.

It is important to note that for a jet with relative vorticity lower than
—f, unstable modes (with w? < 0) are possible. This is the criterion for iner-
tial instability. It is worth noting that trapped modes, if they exist, manifest
themselves in the anticyclonic regions : they are the stable counterpart of
what appears as symmetrically unstable modes when the anticyclonic vorti-
city is strong enough.

The transverse circulation (®) may be projected on thus obtained eigen-
modes, and can be written in a general form :

50 = S sintons) (1 o) (4.56)

—i—/ 1dw <a$3+1/3nw+(w) —i—agg_iﬁnw,(x)) et 4 c.c.> .
w>

For simplicity, we suppose below that we only have one trapped mode, as
this will prove sufficient for our purposes (only the nonlinear interactions of
a mode with itself may have a nonzero effect on the slow part of the flow) :

PO = sin(nnz)a P () cos(wt) . (4.57)

For illustration, the discrete spectrum for the jet displayed in fig. 4.4
have been investigated. It is possible to calculate analytically the form of the
trapped modes, using Airy functions (details in Appendix B). The dispersion
relationship linking w and n is shown in fig. 4.5. For the fundamental mode,
the frequency tends very slowly towards the lower bound when n — oo.

The fast variables ¢(!) and 1) can be obtained from egs. (4.42c) and
(4.42b). Both will be written as (%) in forms similar to (4.57) :

1
nTW

P! (x) sin(wt) , (4.58)

5V = g cos(nrz) — 1+ ") Py, (z) sin(wt) . (4.59)

o) = —a cos(nmz)



AJUSTEMENT DANS UN FLUIDE STRATIFIE. 103

1
1.75
0.8 1.5
1.25
0.6
1
0 0.75
0.5
0.2
0.25
2 1 1 2 3 1 -0.5 0.5 1 1.5 2
1.5
1 1
0.5 j
1 0.5 0i5 1 1.5 2
-1 -0.5 5 1 1.5 2
0.5
0.5
-1
-1.5 -1

Fi1G. 4.6 — Horizontal structure for the trapped modes, with M = 0.5 and
L = 1; upper-left : fundamental mode for n = 1. The other three figures
are the three possible modes for n = 6 (upper-right w = 0.80, lower-left
w = 0.91, and lower-right w = 0.98). Note how increase in n, and to a lesser
extent decrease in w, make the wave more localized within the anticyclonic
part of the jet.

We specify also that @(®) can also be expressed in the form given in (4.58),
with ¢, replaced by :

i) = —a cos(nmz) nw P, (z) cos(wt) (4.60)

indicating that the hodograph will not have the same aspect in the cyclonic
and anticyclonic sides of the jet : with w close to the inertial frequency, it may
display an ellipse oriented across the jet for a sounding in the anticyclonic
region, and an ellipse oriented along the jet in the cyclonic region. This is of
importance for data analysis as the orientation of the ellipse in an hodograph,
obtained for instance from radiosoundings, is used to determine the direction
of the wave-vector of the corresponding wave. As low-frequency waves display
nearly circular hodographs, it is already difficult to determine the orientation
of their wave-vector. The above analysis suggests that for large scale waves
of low frequency near a jet, one should proceed with caution in interpreting
hodographs.

4.4.2 Nonlinear contributions of the waves to the slow fields

Contrary to the more general case of section 4.3, it is possible here to
investigate the nonlinear effects of the waves as we have analytical expres-
sions for them. The question of interest is : are there any Reynolds stresses
associated with the waves that contribute to the forcing of the slow Sawyer-
Eliassen equation (4.48a) ? It is shown below that the answer is no. On the
other hand, there are non-zero Reynolds stresses associated with the trapped
modes. These are responsible for a stationary deviation, at order 2, of the
time averaged fields from their adjusted value.
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Reynolds stresses for the transverse circulation

In the time-averaged (4.48a), a slow transverse circulation (1) can be for-
ced by two kinds of nonlinear terms : terms involving two slow terms, which
are the standard terms appearing in semi-geostrophic theory, and terms in-
volving two fast terms, which did not exist in semigeostrophic theory. The
averaged wave-wave terms have the form :

1= 92 60 + 200 980 — 4R 00 + [700,99)] . @6

In (4.61), only the interactions of each mode with itself are retained, because
of the time averaging. Here, as in [RZJ01]|, it can be shown that the free
modes propagate away and do not yield any slow forcing. That is why we
only consider, for simplicity of presentation, a perturbation consisting of only
one trapped mode.

~ Now, as seen from (4.57) and (4.58), the time dependencies of $©) and

#1) are in quadrature. Hence, N is zero. There is no transverse circulation

E(l) due to the waves.

Order 2 deviations from geostrophic equilibrium

The waves do not yield any Reynolds stress in the the combination of
equations yielding (4.48a); however, in the individual equations, there is a
non-zero Reynolds stress term. In the time-averaged equation (4.47a), the
advection of 49 by itself, will be compensated by a small deviation from

geostrophic equilibrium in 7@ and 5(2) :

T, 1)
— _%Cﬂ 02w P P (4.62)

_5(2) + 5:(1:2)

This Reynolds stress appears because of the lateral trapping of the waves;
it is felt barotropically over the whole height of the fluid, it has no vertical
structure. It can be accounted for by a localized change of the barotropic
pressure 5(2) or a change in 7@ In all cases, this will represent a deviation
from geostrophic equilibrium for the slow fields, and an O(6%) difference
between the true adjusted state (¢(®) + 5(1) and v(® + 7)), and the time-
averaged state.

Wave contributions to the slow order 2 potential vorticity Conti-
nuing the calculation of PV at successive orders started in section 4.3.2, the
following expression is obtained :

0 = (o) + 00 g — o o) 40D 60 (163

The two terms involving v and ¢(!) can lead to wave-wave contributions
when averaged over time :

-H?g(gl) g?),(zlz) — 69) QE;(BIZ) = —%az nZWZ(@;wénw cosz(mrz) + @nwﬂw sinz(mrz)) .

(4.64)
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F1G. 4.7 — a) Streamlines for a trapped wave with n = 3, and w = 0.93. b)
trajectories for some particles for the same wave, in a smaller domain. Note
that these trajectories are curved, making the mean position of the particles
different from the position they would have in the absence of waves.

It is important to note that this contribution to PV has a structure in the ver-

tical, contrary to the changes induced in 5(2) or 7@ discussed above. Hence
the barotropic term o() existing because of the Reynolds stress pointed out
in the previous paragraph cannot compensate this contribution : there is a
nonzero contribution of the trapped waves to the slow PV at order 2.

The Lagrangian formulation fo the problem, and more specifically the
consideration of the trajectories of the particles explain the origin of this
contribution : as illustrated in fig. 4.7 the trajectories of particles are curved.
The mean position of a particle is therefore not the position this particle
would have in a flow consisting only of the adjusted component.

Thus, the study of small perturbations on a nearly barotropic adjusted
jet showed the possibility of subinertial modes trapped in the region of an-
ticyclonic shear. They are the stable counterpart of symmetrically unstable
modes which exist when the relative vorticity is lower than —f. Their pre-
sence alters considerably the classical scenario of geostrophic adjustment as
part of the perturbation to the adjusted part of the flow remains in the jet
instead of propagating away. The Reynolds stresses associated with these
modes do not induce any additional forcing to the equation for the trans-
verse circulation. However, they do introduce a deviation in time-averaged
fields from their adjusted values, implying for instance a limitation to the
use of time-averaging to filter out those waves.

4.5 WKB approximation for the baroclinic jet

The simple configuration of a barotropic jet made it possible to solve
analytically the equation for the fast motions (4.43). The jet was limited in
the vertical by the flat bottom and rigid lid. Are these boundaries crucial ?
Is it still possible to have trapped modes (modes that can be expressed as
(¢(z,2) e“! 4 c.c.)) in a localized baroclinic jet ?

Insight may be gained using the previous section by considering waves
with small vertical wavelength with respect to the characteristic vertical scale
of the jet. Locally, the jet will be considered barotropic, and waves which
are trapped horizontally in the anticyclonic region of the jet will propagate
vertically. Their evolution can be described using a Liouville-Green (or WKB)
approximation.
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4.5.1 Description of the waves and their propagation

In the absence of horizontal boundaries, for an infinite barotropic jet,
solutions to (4.51) may be written as :

1/;(0) = /dm /dw Qe 'L/A}mw([[;) elma=wt) 4 ¢ (4.65)

In this case, we have a continuum of possible vertical wavenumbers. As can
be seen from figure 4.5 (the dispersion relationship in the (w,m/m)-plane)
the vertical group velocity goes to zero for m going to infinity.

The jet was chosen with the same horizontal profile as that shown in
fig. 4.4; the two parameters defining this profile, at each level z, are B,
the maximum of the relative vorticity, and L, the half-width of the jet. The
parameter B was chosen to vary slowly in the vertical, as a gaussian centered
on z = 0, so that the jet is limited in space. For simplicity, L was chosen
constant : )

L=1Ly, B=DBpe ©, (4.66)
which gives a smooth, although somewhat rectangular, profile for velocity,
as shown in fig. 4.8.

The form of a trapped wave in an infinite barotropic jet can be written :

P(z,2,t) = a(Z)@Zm,w(w)ew t+c.c., (4.67)

where a is the amplitude, ﬁmw(a:) is obtained as the solution of equation
(4.53) in which n?n? is replaced by m?, and the phase function ¢ verifies :

0 _ . 9% _

%= Y (4.68)

The propagation of a wave packet is now considered ; at each altitude, its
wavenumber and frequency verify the dispersion relation valid for the local
parameters :

w=Q(m,B,L), (4.69)

orw=Q(m(Z),B(Z),L(Z)) to insist on the Z-dependence. Using the stan-
dard manipulations, we obtain :
D 002 0B 00 0L
e 49D EOh (4.70)
Dt 0B 0Z OLOZ
A similar equation for Dw/Dt shows that the wave’s frequency changes only
if the environment changes with time. As we consider a stationary jet, w will
remain constant.

Propagation

The ray tracing is here limited to following the altitude and vertical wave-
number of the trapped wave as it propagates within the jet. We will consider
that it starts at z = 0; taking m and w positive, the group velocity will
be negative’. As the wave packet descends, it enters regions less favorable

9Because the jet is symmetric with respect to z = 0, the results are the same or a wave
with a group velocity upwards.
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FiG. 4.8 — Jet velocity profile.

for trapping : the graph of the dispersion relation changes, the lines tighten
towards the right, towards w = 1. Hence, m increases, the group velocity
decreases, and the wave packet propagates more and more slowly, its vertical
wavelength becoming smaller and smaller. Figure 4.9 displays the vertical
propagation of a wave packet, and the evolution of its wavenumber. The
initial wave parameters were chosen as :

m=4, w=0.792. (4.71)
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F1G. 4.9 — a) Ray ; note that the first instants of descent (starting from z = 0)
have been cut off; time is 0.1n, n is indicated ; b) Evolution of m with time.

As the wave frequency w is lower than f, the wave can not propagate
beyond the level at which w is equal to the lower bound for the frequencies
of trapped modes (cf eq. (4.55)). In the case displayed above, determination
of Z such that \/Min,(1 + ®"(z,Z)) = w = 0.792 gave Z = —2.8, in agree-
ment with the simulations. Kunze calls this the critical level because, as for
waves approaching a critical level the wavenumber diverges and the group
velocity vanishes; note however that there is no phase velocity in the direc-
tion of the mean flow. Now, the wavenumber cannot grow indefinitely ; the
corresponding increase of gradients will lead to the the onset of dissipative
processes.

This first observation indicates that there probably aren’t any trapped
modes of the form 1 (z, z) ¢! + c.c. in the baroclinic case. Indeed, the WKB
approximation for the propagation of a subinertial wave packet of small hori-
zontal extent in a barotropic jet would show that the wave packet is reflected
laterally, and hence trapped in the anticyclonic region. There is no counter-
part of the trapping in the vertical as the waves are not reflected as they
propagate vertically. Hence, the trapped modes displayed in the previous
section may owe their existence to the upper and lower boundaries of the
domain.
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This WKB calculation also suggests that the geostrophic adjustment of
a perturbation inside a jet leads to dissipative processes as subinertial waves
approach their critical level. This constitutes a modification to the classical
scenario of geostrophic adjustment. One interesting point is that large am-
plitude of the initial perturbation is not necessary to trigger it as the result
was obtained for linear waves on the background of the jet.

However, the considered configuration was rather specific, and hence it
should be regarded as indicative of what may happen during the adjustment
of a truly baroclinic anomaly. Moreover, as discussed below, the WKB ap-
proximation above requires that the vertical scale of the waves be not too
small, because of the cross-derivative term in eq. (4.43).

4.5.2 Limitations

In the scaling used in 4.3.1, we assumed there was only one vertical length.
The question here is what are the limitations on the vertical scale of the waves
for the application of the equation for waves in a nearly barotropic jet (eq.
(4.51))7

Approximating the jet as barotropic becomes erroneous in equation (4.43)
if the term with cross derivatives ¢,,1,, becomes comparable to ¢,,1,,.
Scaling directly the terms of this equation, it is thus obtained that we need

to have :
fVL

N2H,’
where H, is the vertical scale of the jet, and h the scale of the waves. For a
moderate and tall jet (30ms~!, 200km wide, 5km tall), in strongly stratified
fluid (f =107%, N =2-1072), h has to be larger than 300m.

This constraint is rather restrictive, but this WKB study provides never-
theless some useful indications suggesting that the upper and lower limits of a
jet act as critical levels for subinertial waves trapped in the anticyclonic part
of the jet. Hence, these are regions where low-frequency inertia-gravity waves
are likely to be observed with important amplitudes (this is consistent, for
example with numerical simulations of [OD95]), and eventually to dissipate.
Nevertheless, the present work is to be complemented by a high-resolution
numerical study for the adjustment within a truly baroclinic jet of a pertur-
bation with same caracteristic scales as the jet.

h> (4.72)

4.6 Conclusions et perspectives

Nous avons considéré dans ce chapitre ’ajustement géostrophique d’ano-
malies frontales dans un fluide contintiment stratifié sans variation dans une
direction. La description lagrangienne de I’écoulement a été utilisée, avec les
mémes avantages que pour le modéle & une couche (chapitre 2). La sépa-
ration de 1’écoulement en parties lente et rapide est ainsi bien posée, mais
considérablement plus complexe que dans les modéles & une ou deux couches.

Dans le cas particulier d’un fluide & vorticité potentielle nulle, la partie
lente est explicitement résolue [Ou84, WB95|. Les conditions sur ’état initial
pour que cette partie lente existe en sont déduites. Il est montré que la sépa-
ration de I’écoulement en parties lente et rapide n’est pas toujours possible.
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L’analyse détaillée de ce cas permet également de montrer que la description
semi-géostrophique de la frontogénése de déformation |[HB72| peut étre inter-
prétée comme une succession de problémes d’ajustement géostrophique pour
des distributions initiales de 6 paramétrées par le temps. Le cas du modéle a
vorticité potentielle uniforme est considéré suivant la méme approche. Enfin,
le probleme de la séparation est posé dans le cas général : I'état ajusté, s’il
existe, est solution d’une équation de Monge-Ampére elliptique. Les résul-
tats mathématiques connus ne nous permettent pas de conclure quant aux
conditions d’existence et d’unicité de cet état ajusté.

La question des processus tels que les déferlements, qui peuvent empécher
le fluide d’atteindre I’'état ajusté si celui-ci existe, n’a pas été abordée a ce
stade. De plus, la question de I’évolution du fluide lorsque la condition initiale
ne posseéde pas d’état ajusté reste ouverte. Notamment, la pertinence, vis-
a-vis de I’évolution du fluide dans une telle situation, des solutions avec
discontinuité présentées par Kalashnik [Kal98, Kal00| serait a examiner.

Le processus d’ajustement a été considéré ensuite pour des écarts faibles
a D’équilibre, ce qui a permis d’adopter une approche perturbative. Nous
sommes revenus pour cette partie & une description eulérienne du fluide :
d’une part, grace & la compréhension de la séparation acquise & l'aide de la
description lagrangienne nous pouvons choisir des conditions initiales per-
mettant de séparer exactement les parties lentes et rapides de I’écoulement,
ce qui retire toute ambiguité de la discussion des effets nonlinéaires ; d’autre
part, elle est plus lisible, notamment pour comparer les équations obtenues
avec des équations connues (équation de Sawyer-Elisassen).

Une équation prognostique a été obtenue pour la circulation transverse, a
comparer a ’équation diagnostique de Sawyer-Eliassen que ’on obtient dans
le modéle semi-géostrophique. Afin de pouvoir avancer analytiquement, nous
avons considéré l'ajustement autour d’un jet presque barotrope. La partie
rapide de I’écoulement a pu étre dans ce cas complétement décrite. Nous
retrouvons notamment des modes subinertiels piégés dans la région anticy-
clonique. La structure et les propriétés de ces modes piégés sont étudiés ici
pour des nombres de Rossby proches de 1, et pour des ondes d’échelle compa-
rable & celle du jet. Comme dans le fluide & deux couches, ces modes sont la
contrepartie stable de U'instabilité symétrique. Les effets nonlinéaires de ces
modes piégés sont étudiés : au premier ordre oul ces effets nonlinéaires appa-
raissent, ils ne forcent aucune évolution de la partie ajustée de I’écoulement.
En revanche, ils modifient les quantités moyennées dans le temps : ainsi par
exemple, la valeur de la PV moyennée dans le temps difféere & ordre 2 de la
valeur de la PV de la partie lente de ’écoulement. L’état moyenné dans le
temps différe de la partie lente de ’écoulement.

Enfin, une approximation WKB a été utilisée pour comprendre la struc-
ture et ’évolution de ces ondes subinertielles dans un jet barocline variant
lentement sur la verticale. Cette analyse suggére qu’une partie de la pertur-
bation initiale, dans un jet barocline, méne & des processus dissipatifs dans
les bords supérieurs et inférieurs du jet. Ceci modifie le scénario d’ajustement
classique, méme pour des perturbations initiales de faible amplitude.
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Chapitre 5

Ondes émises par le jet

troposphérique dans les
données FASTEX

"Aun es temprano - respondio Sancho,
porque no ha sino un mes que andamos buscando las aventuras

y hasta ahora no hemos topado con ninguna que lo sea.
Y tal vez hay que se busca una y se halla otra*.’

Miguel de Cervantes.

L’ajustement géostrophique a été étudié dans les précédents chapitres en
mettant l'accent sur la partie lente de ’écoulement, et sur ’ajustement vers
celle-ci, mais ce processus est aussi a étudier en tant que source d’ondes.
Ces derniéres sont en effet une composante du mouvement dont il faut tenir
compte pour avoir une compréhension globale de la dynamique de ’atmo-
sphére ou de 'océan. Le transport de quantité de mouvement par les ondes
de gravité et d’inertie-gravité est en effet indispensable pour expliquer la
circulation générale de atmospheére [AHL87, HHMT95]. Les ondes jouent
également un role, encore mal quantifié, dans le mélange |[DHS'91], [SE96],
[MTvVK99], [SHO2]; enfin, les ondes de gravité de grande amplitude peuvent
avoir des effets significatifs en météorologie méso-échelle [UK87, ZKDKO01|.

Fritts & Nastrom [FN92] ont montré & 1’aide d’observations que le jet était
une source d’ondes importante. L’ajustement géostrophique a été avancé par
plusieurs études antérieures [TY82, UK87| comme pouvant étre le mécanisme
physique a l'origine des ondes. Motivés par ces idées Fritts & Luo |[FL92| ont
étudié ’ajustement d’une anomalie initiale de vitesse ayant la structure d’un
jet gaussien rectiligne (pas de variation dans une direction, profil gaussien
dans le plan vertical, avec un rapport d’aspect de 1 :100), dans un fluide au
repos. Les ondes émises sont principalement des ondes quasi-inertielles, la
sélection de la fréquence étant déterminée par les dimensions de I'anomalie.
Cette analyse néglige toutefois ’effet sur les ondes de 1’écoulement de base,

! Laissez-nous le temps; il y a a peine un mois que nous avons commencé a chercher les
aventures, et, jusqu’a présent, ¢a n’a rien donné. Et puis, ce n’est pas parce qu’on cherche
qu’on trouve.
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et notamment la possibilité d’avoir des ondes sub-inertielles piégées [Kun85].
Notre analyse perturbative de I'ajustement effectuée dans les chapitres pré-
cédents compleéte 'étude de [FL92], et souligne notamment ’asymétrie entre
les régions cycloniques et anticyclonique du jet. Luo & Fritts [LF93] ont par
ailleurs également étudié I’ajustement d’une anomalie variant lentement dans
la direction du jet, en s’intéressant notamment a la direction de propagation
des ondes en différentes points le long du jet.

Vis-a-vis de ces études théoriques d’ajustement géostrophiques, une ques-
tion essentielle se pose : qu’est-ce qui s’ajuste ? Le déséquilibre qui s’ajuste
peut étre di par exemple & une instabilité de cisaillement [BMS99|, ou a
des ondes de relief [SLTL98|. Il peut provenir également de la dynamique de
I’écoulement de grande échelle lui-méme [TY82, OD95, RG96], et c’est cette
possibilité qui nous intéresse ci-dessous. Deux situations dans lesquelles la
dynamique de ’écoulement équilibré peut générer des ondes par ajustement
géostrophique ont particuliérement été étudiées : la frontogéneése (bidimen-
sionnelle, voir par exemple [SSR93, GR96, RG96]), et I’évolution tridimen-
sionnelle d’un jet.

L’ajustement géostrophique da a ’évolution de 1’écoulement balancé lui-
meéme a notamment été étudié dans le cadre de I’évolution tri-dimensionnelle
d’un jet. Van Tuyl & Young [TY82] ont utilisé un modéle & deux couches
pour simuler ’évolution d’'un maximum de vent et diagnostiquer les ondes
émises. Ils suggérent que celles-ci peuvent étre considérables au voisinage
du maximum de vent. Leur modéle, toutefois, n’est qu'un modéle & deux
couches, et ne peut donc pas décrire des ondes ayant une véritable structure
verticale. O’Sullivan & Dunkerton [OD95] ont simulé dans un GCM le dé-
veloppement d’une onde barocline instable, et observé la génération d’ondes
d’inertie-gravité au voisinage du jet, particuliérement dans la région de sortie
du jet. Leurs résultats étaient quantitativement sensibles & la résolution du
modeéle ; toutefois, qualitativement, les régions de ’écoulement signifiactives
pour ’émission d’ondes étaient identifiées méme avec un résolution relative-
ment basse.

La région de sortie du jet a également été soulignée par des études d’ob-
servations comme étant liée & la génération d’ondes. Uccelini & Koch |[UK87]
ont passé en revue treize études d’ondes de gravité de grande amplitude
observées a la surface des Etats-Unis, et ont remarqué que tous ces événe-
ments se produisaient a la sortie d’'un maximum du vent qui avance vers une
dorsale du géopotentiel, du coté anticyclonique. Ils suggerent que ’ajuste-
ment géostrophique est la source la plus probable des ondes observées. Les
simulations méso-échelles d’un évenement d’une situation réelle de 1994 réa-
lisées par |[ZKDKO1| ont elles aussi souligné le role de la région de sortie
du jet. Ces simulations numériques ont également permis de tester la per-
tinence de plusieurs outils servant a diagnostiquer les régions hors équilibre
[OD95, ZKDKO00|, notamment le nombre de Rossby lagrangien.

Des analyses de données récentes, faisant référence a [OD95], ont mis en
évidence des ondes émises dans des régions ou le jet est fortement déformé,
comparables a celle exhibée par [OD95]. Thomas, Worthington & McDonald
[TWMO99| ont analysé des observations radar d’ondes dans la région de sortie
du jet générées vers 9 — 10km. lls soulignent que ces ondes ont l'origina-
lité d’étre clairement visibles non seulement dans la stratosphére, mais aussi
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dans la troposphére, et qu’elles sont orientées dans la direction du jet, au
lieu d’étre transverses comme on le suppose fréquemment. Pavelin, White-
way & Vaughan [PWVO01] montrent des observations radar d’une onde de
grande amplitude et de grande longévité, & nouveau dans une région ou le
jet est fortement déformé; ils avancent I'ajustement géostrophique comme
meécanisme source, mais n’ont pas identifié précisément de région hors équi-
libre dans I’écoulement. Enfin, [HSHO1] ont déterminé ’origine d’une onde
observée en basse stratosphére a ’aide d’un Lidar par des tracés de rayons;
leur analyse indique que la branche du jet orientée vers le sud-est, dans une
région ot le jet est déformée vers le sud, serait a l'origine de ’onde observée.

Nous présentons dans ce chapitre une étude des ondes d’inertie-gravité
observées dans les radiosondages de la campagne FASTEX (Fronts and At-
lantic Stormtracks Experiment, [JJST97, JBB199|), visant & mieux identifier
les sources des ondes de la tropospheére et surtout de la basse stratosphére au-
dessus de I’ Atlantique [PTZ02|. De nombreux radiosondages ont été effectués
au cours de cette campagne depuis des navires dans 1’Atlantique Nord, loin
des cotes et donc des sources d’ondes orographiques. Nous avons cherché a
analyser ces radiosondages en fonction de la situation synoptique, par opposi-
tion aux études des variations saisonniéres ou géographiques des ondes basées
sur les radiosondages d’une seule station. Une des difficultés d’une telle étude
est de quantifier la situation synoptique, ou d’identifier différentes situations
synoptiques. Nous étudions I'intensité des ondes en fonction de la distance
du radiosondage au jet a 9km d’altitude. Cette approche confirme que le jet
est, au-dessus de l'océan, la principale source d’ondes.

Plusieurs mécanismes générant des ondes peuvent étre associés au jet : in-
stabilités du jet, instabilité de Kelvin-Helmholtz, ajustement géostrophique.
Afin de montrer 'importance de l'ajustement géostrophique, notamment
comme source d’ondes de grande amplitude, de grande échelle et de basse
fréquence, un événement particulier d’émission d’ondes de basse fréquence
est étudié en détail (5-6 février 1997).

Les données utilisées, leur traitement et la méthode d’analyse sont présen-
tés en section 5.1. L’étude de 'intensité des ondes en fonction de la distance
au jet est exposée dans la section 5.2 ; elle permet notamment d’identifier les
régions du jet et les configurations de celui-ci les plus favorables a la généra-
tion d’ondes, suggérant quels cas particuliers seraient intéressants a étudier
en détail. Une étude d’un événement d’ajustement est exposée en détail dans
la section 5.3. Cet événement particulier d’ajustement géostrophique montre
I'importance de ce mécanisme comme source d’ondes, et souligne le role d’ef-
fets tridimensionnels, qui étaient absents dans les chapitres théoriques qui
précédent. Enfin, la signification de ces résultats et les perspectives sont dis-
cutés en section 5.4.

5.1 Données disponibles et outils d’analyse

5.1.1 Les radiosondages issus de FASTEX

L’expérience FASTEX (Fronts and Atlantic Stormtracks Experiment)
a eu lieu entre le 5 janvier et le 27 février 1997 dans le but d’étudier la
formation et I’évolution des dépressions typiques des moyennes latitudes
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[JJST97, JBB199]. Une vaste base de données a été constituée, compre-
nant notamment de nombreux radiosondages sur I’Atlantique Nord et sur
les cotes, avec une résolution temporelle allant jusqu’a 8 sondages par jour?.
Ces nombreux radiosondages sont un excellent outil pour les études sur les
ondes d’inertie-gravité, et ont déja été utilisés a cet effet [MLT02].

Nous avons choisi ici de nous restreindre aux sondages du mois de février
obtenus par les navires dans ’Atlantique Nord, dans une fenétre allant de
30°N & 70°N en latitude, et de —50° & 0° en longitude. Parmi ces radioson-
dages, nous n’avons retenu pour 'analyse que ceux qui donnaient les profils
de vitesse jusqu’a 20km. Au total, 224 radiosondages ont été retenus. Leurs
localisations sont représentées sur la figure 5.1. La majorité des radioson-
dages se trouvait entre 35°N et 50°N de latitude, et entre —30° et —40° de
longitude.
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FiG. 5.1 — Localisations des points de lancements des 224 radiosondages
utilisés.

La résolution de ces radiosondages était typiquement de l'ordre de la
cinquantaine de meétres. Ces profils ont tout d’abord été interpolés (spline
cubique) pour des points espacés de 25m. Les profils interpolés ont ensuite
été filtrés afin de séparer le vent horizontal en un vent moyen et une pertur-
bation :

v=V+v

Nous avons utilisé pour cela un filtre non récursif (¢f [MLT02, SLTL98|) avec
une fenétre allant de 250m & 7.5km. La partie ainsi isolée est la perturbation

2La résolution temporelle des radiosondages lancés depuis des navires est cependant
moindre.
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que nous étudierons pour quantifier les ondes, la partie variant lentement sur
la verticale est identifiée comme vent moyen V.

Dans chaque radiosondage, nous isolons deux segments :

— segment troposphérique : 2 — 10km. Ce segment ne commence qu’a
2km afin d’éviter la couche limite ;

— segment stratosphérique : 12 — 20km : ce segment commence a 12km
pour éviter la tropopause. L’altitude maximale atteinte par les radio-
sondages s’étalait typiquement entre 15 et 25km. Nous n’avons retenu
que les sondages allant jusqu’a 20km, compromis permettant d’avoir
un segment stratosphérique de longueur raisonnable et de retenir un
assez grand nombre de radiosondages.

Nous quantifions l'intensité des ondes dans chaque segment par la valeur
moyenne du carré de la perturbation de vitesse :

s
A= / V' [2dz . (5.1)

22 =21 Jy

Si les ondes fournissent l’essentiel de v', comme on peut le vérifier sur des
profils, notamment pour les plus fortes valeurs de A, d’autres types de mou-
vements que les ondes peuvent néanmoins contribuer a cette quantité A,
surtout dans la troposphére (cisaillement vertical lié au jet). Ce point est
discuté plus loin (section 5.2.1).

D’autres méthodes sont parfois utilisées pour séparer le ’vent moyen’
de la perturbation, notamment des ’fits polynomiaux’, d’ordre 3, 4 ou 5
typiquement [GRMKO0]. Le filtre utilisé ici est a priori plus fiable; les fits
polynomiaux ont cependant été testés, et ils est apparu que les résultats
étaient globalement inchangés.

5.1.2 La situation synoptique d’aprés les analyses du Centre
Européen

Notre but, pour 'analyse de 1’ensemble des radiosondages retenus, est
de quantifier les ondes relativement a la situation synoptique. Une question
cruciale est alors : quel élément de la situation synoptique retenir, comment
le définir et comment quantifier la position du radiosondage par rapport a
lui ?

Au-dessus de I’Atlantique, loin des cotes et des sources d’ondes orogra-
phiques, nous nous attendons a ce que la principale source d’ondes soit les
systémes front/jet. Ces systémes sont souvent considérés, en premiére ap-
proximation, comme étant unidimensionnels. Par ailleurs, des études numé-
riques [OD95, RG96| ont montré que les ondes présentes dans la stratospheére
au-dessus de tels systémes avaient plutdt leur origine dans le jet de la haute
troposphére, et qu’elles étaient peu sensibles & la frontogénése prés de la
surface.

Ainsi nous avons choisi comme critére la distance du lieu de lancement du
radiosondage au jet de haute troposphere. Nous détaillons ci-dessous com-
ment le jet est défini et comment cette distance est calculée.

Les analyses du Centre Européen pour la Prévision & Moyen Terme
(ECMWF) sont utilisées pour définir le jet et situer les radiosondages re-
lativement & celui-ci. Les cartes d’intensité du vent a laltitude Z = 9km
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CONTOUR FROM —1 TO 1 BY .05

Fi1G. 5.2 — En haut : intensité du vent a Z = 9km, le 24 février a 12GMT;
le jet est défini comme la ligne de créte (analyse subjective) des isolignes de
Vintensité du vent. En bas : vorticité relative a la méme altitude, permettant

de vérifier que les deux critéres concordent bien Ia ou le jet est suffisamment
bien défini.
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(log-pression), ont été tracées du ler au 25 février, toutes les six heures. Sur
ces cartes, le jet est obtenu comme la ligne de créte (analyse subjective) des
isolignes d’intensité du vent.

Il a été vérifié que cette définition n’était pas trop sensible & I’altitude de
la surface choisie. La surface Z = 9km a été choisie car le vent y était souvent
maximal. Il a aussi été vérifié qu'un autre critére possible et plus objectif (la
ligne de vorticité relative nulle) donnait des résultats trés semblables. Notons
toutefois que la définition du jet devient incertaine dans les régions ol le vent
est faible; ceci n’est pas trés fréquent et ne devrait pas avoir énormément de
conséquences pour notre analyse car les ondes, dans les régions ot le vent est
faible, seront, en général, également faibles. Que la distance au jet soit mal
définie pour un sondage contenant peu d’ondes ne porte pas & conséquence.

Ces deux criteres sont illustrés sur la figure 5.2. De plus, les figures 5.8
permettent de vérifier la pertinence de la direction du vent suggérée par
les cartes de |v| dans les régions de maximum de vent. Par ailleurs, le jet
peut aussi se diagnostiquer d’apreés les cartes de vorticité potentielle sur des
surfaces isentropes : la comparaison des figures 5.8a) et 5.9 montre qu’il y
a la accord entre les deux points de vue. Notons aussi que les nombres de
Rossby associés au jet sont typiquement d’ordre 1 (U ~ 70ms~ !, f ~ 1074
et L ~ 500 — 1000km,).

La distance d’un radiosondage au jet est finalement calculée a l'aide des
coordonnées du lieu de lancement du radiosondage et des coordonnées du
point le plus proche sur le jet (ligne de créte des isolignes de l'intensité
du vent). Cette distance est comptée négative du coté anticyclonique du
jet. L’advection horizontale du ballon au cours de son ascension peut étre
importante si le ballon passe & proximité du jet, mais ces déplacements sont
paralléles au jet et ne changent donc pas ou peu le calcul de la distance du
radiosondage au jet.

5.2 Activité ondulatoire vue en fonction de la dis-
tance au jet

La méthode proposée dans la section précédente permet de décrire l'in-
tensité des ondes en fonction de la distance au jet. Nous présentons ci-dessous
les résultats obtenus pour l'intensité des ondes en fonction de la distance au
jet. Cette analyse d’ensemble est prise comme point de départ pour tenter
de comprendre plus en détail quelles régions de ’écoulement sont les plus
favorables & la génération d’ondes.

5.2.1 Vue d’ensemble : importance du jet comme source d’ondes

L’intensité des ondes dans la troposphére et dans la stratosphére sont
tracées pour les 224 sondages en figure 5.3. Une nette corrélation apparait
entre la proximité au jet et les plus grandes intensités des ondes : dans les
deux graphes, les points forment un nuage plutdt triangulaire. Le pic de ce
nuage est situé pour la stratospheére du coté anticyclonique du jet, en accord
avec les résultats du chapitre précédent montrant que cette région était plus
favorable aux ondes (possibilité de piegeage). La moyenne de U'intensité des
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ondes pour les segments troposphériques est 11m?s—2, et pour les segments
stratosphériques 14.3m?s™2.
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F1aG. 5.3 — Activité ondulatoire A en fonction de la distance au jet ; a gauche :
segments troposphériques ; a droite : segments stratosphériques. En abscisse,
la distance au jet, en km, comptée négativement du coté anticyclonique.

Le signal dans la tropospheére est moindre, ce qui est cohérent avec la
plus grande stratification et la plus faible densité de la stratosphére. Il peut
méme étre surprenant que ’écart ne soit pas plus grand. Ceci est peut-étre
di, en partie, au fait que le jet est inclus dans les segments troposphériques,
contribuant dans les régions de fort cisaillement vertical au calcul de A. Le
parameétre A servant & quantifier 'intensité des ondes est donc plus fiable
dans la stratosphére.

Par ailleurs, le nuage de points pour la troposphére est plus resserré au-
tour du jet que celui décrivant la stratosphére. Le biais introduit par la
présence du jet dans les segments troposphériques constitue une partie de
Iexplication. La propagation des ondes dans la stratosphére est un autre
élément d’explication®.

Il faut garder une certaine prudence dans ’analyse de ces graphes : notam-
ment, un petit nombre de points (les points correspondants aux plus fortes
intensités ; une douzaine de points sur chaque graphe, soit 5% de ’échan-
tillon) ont une grande influence sur l'impression subjective de la forme du
nuage de points. Par exemple, il semble que les intensités des ondes dans
la stratosphére soient plus importantes du coté anticyclonique que du codté
cyclonique. A y regarder de plus prés, cette impression dépend d’une demi-
douzaine de points, et du fait que le coté anticyclonique et le coté cyclonique
du jet ne sont pas également représentés dans notre échantillon de radioson-
dages (le coté anticyclonique est surreprésenté).

Enfin, les points de ces graphes ne représentent pas des expériences in-
dépendantes les unes des autres. En regardant de plus prés a quels radio-
sondages correspondent les valeurs les plus fortes de A, on découvre que la
majorité de ces points correspondent aux seules journées du 16 au 18 février

3si le jet est la source des ondes, celles-ci peuvent se propager sur de grandes distances
horizontales avant d’atteindre le haut de notre ’segment stratosphérique’; de plus, les
ondes émises par le jet, par ajustement géostrophique notamment, seront plutdt de basse
fréquence, donc leur vitesse de groupe peu inclinée par rapport a I'horizontale [HSHO1].
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(cf fig. 5.4).

Il semble donc prudent et instructif d’utiliser cette analyse pour identifier
les jours et les configurations synoptiques qui ont été les plus favorables
aux ondes de forte intensité. Ceci permettra de mieux comprendre quelles
régions de 1’écoulement peuvent étre a l'origine des ondes et de s’assurer de
la signification des graphes de la figure 5.3.

5.2.2 Identification de configurations favorables aux ondes

Afin de mieux comprendre le role du jet en tant que source d’ondes, il
faut raffiner un peu l'analyse de la situations synoptique : le critére retenu (la
distance au jet) est imprécis. Ce critére ne nous indique pas, par exemple, si
le radiosondage a été effectué prés d’un maximum du jet ou non, pres d’une
région trés incurvée ou non. Nous cherchons donc, ci-dessous, & préciser notre
description de la situation synoptique et & identifier les configurations qui
ressortent comme favorables aux ondes. Un premier pas consiste & regarder
I'intensité des ondes non plus en fonction de la distance au jet, mais en
fonction du temps (cf fig. 5.4).
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FiG. 5.4 — Intensité des ondes en fonction du temps (en abscisse, le temps
en jour du mois de février); les segments troposphériques sont indiqués en
rouge, stratosphériques en bleu.

Ce graphe montre pour notre échantillon de points de mesure une trés
forte variabilité dans le temps de l'intensité des ondes. Notamment, la pé-
riode du 16 au 18 février correspond sans ambiguité & une période d’activité
ondulatoire trés intense. D’autres pics assez bien délimités sont également
présents : les 5-6 février, du 10 au 14, du 22 au 25 enfin.

Si on regarde a quelle configuration du jet ces pics correspondent, on voit
ressortir deux localisations typiques pour les radiosondages correspondants
aux fortes valeurs de A : d’une part, ceux qui sont prés des maxima du jet,
et d’autre part ceux situés dans une région ou le jet a été trés fortement
déformé, ou le vent a une forte courbure. Pour tester la pertinence de ces ob-
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1. Jet peu déformé 2. Jet fortement déformé

FiG. 5.5 — Classification des radiosondages en fonction de leur position par
rapport au maximum du jet ou par rapport aux régions de trés forte cour-
bure : 1 et 3 : régions de sortie et d’entrée du jet; 2 bande comprenant le
maximum du jet (vitesses supérieures a 0.8U,,q, au niveau de la ligne de
créte) ; 4 région ou le jet est trés fortement déformé.

servation, les radiosondages ont été classés en fonction de leur situation par
rapport au jet comme indiqué dans la figure 5.5. Les graphes de l'intensité
du vent en fonction de la distance au jet ont été tracés de nouveau en fig.
5.6, en indiquant cette fois en vert les radiosondages proches d’une région de
vent fortement courbé, en rouge les radiosondages proches des maxima du
jet. Il apparait assez nettement que ces deux configurations rendent compte
de la quasi-totalité des radiosondages pour lesquels l'intensité des ondes était
élevée. Des analyses d’observations radar [TWM99, PWV01], ou d’observa-
tions lidar associées & des calculs de tracé de rayons [HSHO1], ont souligné
déja le role de telles régions comme sources d’ondes.
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F1G. 5.6 — Intensité des ondes en fonction de la distance au jet, en distinguant
les sondages proches des maxima de vent (rouge), ceux proches de régions
ou le jet est fortement courbé (vert), et les autres (noirs).

L’analyse qui précéde a confirmé le role du jet comme source d’ondes pré-
pondérante pour la tropospheére et la basse stratosphére au-dessus de I’Atlan-
tique Nord. Elle a permis également d’identifier les régions de I’écoulement et
les configurations de celui-ci les plus favorables & de fortes présence d’ondes :
prés des maxima de vent, et prés des régions de fortes courbure, conformé-
ment & ce qu'on pouvait attendre. Cette derniére région apparait quand le
jet est fortement courbé.
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Pour aller plus loin, il semble préférable de ne plus chercher & analyser
I’ensemble des radiosondages par des classifications de plus en plus précises,
mais au contraire de chercher a comprendre en détail certains événements.
Ceci permettra éventuellement de mieux comprendre quels sont, dans la dy-
namique du jet, les éléments essentiels pour la génération d’ondes. Une ana-
lyse détaillée d’'un événement d’émission d’ondes correspondant a la confi-
guration du jet fortement courbé (5-6 février) est présenté dans la section
suivante.

5.3 Un exemple d’ajustement géostrophique

La période du 5-6 février est typique de la configuration du jet fortement
courbé, favorable & de fortes émissions d’ondes. Lorsque le jet se trouve dans
cette configuration, il forme un ’V’ qui se déplace en une & deux journées
au dessus de I’Atlantique sans que sa forme soit beaucoup modifiée (cf fig.
5.8). Ceci nous a permis de reporter sur un schéma les amplitudes des ondes
dans les différents radiosondages disponibles pour ces journées (cf fig. 5.7).
Les navires restant a peu prés immobiles tandis que la forme en V dessinée
par le jet se déplace vers l'est, ces radiosondages nous fournissent en quelque
sorte une coupe de cette configuration (& prendre avec réserve puisque les
radiosondages sont étalés, temporellement, sur deux jours).

Troposphere Stratosphere

@=A (11 m¥s average for the troposphere) @=A (143 m¥s, stratospheric average)

FiG. 5.7 — "Coupe transversale’ d’une configuration de jet trés déformé du
5-6 février ; chaque point rouge représente un sondage, et sa position relative
au motif en ’V’ du jet. La surface de chaque point rouge est proportionnelle
a Dactivité ondulatoire dans ce sondage.

Trois radiosondages durant la période du 5-6 février contiennent des ondes
de basse fréquence et de forte amplitude dans la basse stratosphére, de 10 a
15km. La configuration du jet et la localisation des différents radiosondages
sont données par les cartes de la figure 5.8. La déformation du jet peut étre
interprétée comme liée & une onde de Rossby qui déferle, comme le montre
la carte de vorticité potentielle sur la surface isentrope, figure 5.9.

La localisation des trois radiosondages est indiquée sur la figure 5.8, qui
montre aussi la norme du vent & Z = 9km.

Nous montrons ci-dessous, notamment a 1’aide des hodographes des trois
radiosondages, que nous pouvons interpréter ’activité ondulatoire forte dans
la région ou le jet est fortement déformé, les 5 et 6 février, comme ’émission
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0.724F4+02

Fi1G. 5.8 — Vent et norme du vent a Z = 9km le 05/02 a 12.00GMT (en
haut), le 05/02 & 18h00GMT, et le 06/02 a 06.00GMT. Les croix indiquent
P'emplacement des bateaux pour les sondages correspondants.
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FiG. 5.9 — Vorticité potentielle sur la surface 320K, le 5 février 4 12GMT ;
le radiosondage correspondant est indiqué par une croix. L’altitude de cette
surface isentrope est comprise entre 9 et 11km. Les régions de forts gradients
de vorticité potentielle coincident bien avec le jet indiquée par les cartes de
norme du vent données en figure 5.8.

par ajustement géostrophique d’un paquet d’ondes de basse fréquence et de
forte amplitude.

5.3.1 Evolution de la région de vent agéostrophique

Pour mettre en évidence 'ajustement géostrophique, nous montrons ci-
dessous, a ’aide des analyses du Centre Européen, que les trois radiosondages
ont été effectués dans ou a proximité (sous le vent) d’une région fortement
hors équilibre.

Une premiére approche pour identifier les régions de I’écoulement qui sont
hors équilibre consiste & regarder la norme du vent agéostrophique. Elle a été
est tracée & Z = 9km a l’aide des données du Centre Européen (panneaux du
haut des figures 5.10, 5.11 et 5.12). Un noyau de vent agéostrophique intense
trés important et trés bien défini apparait 1a ou le vent change fortement de
direction. Ce noyau de vent agéostrophique se trouve au sud-est des deux
premiers radiosondages (ces deux premiers radiosondages sont ’sous le vent’
de cette région hors équilibre), et au sud du dernier. Sur la verticale, ce noyau
d’agéostrophie s’étale de 5 a 10km, son maximum de situant entre 7 et 8km
en général. Temporellement, il est présent au moins dés le 05/02 a 00h, et il
est maximal le 06/02 entre 00h et 06h.

Utiliser la norme du vent agéostrophique pour repérer les régions hors
équilibre a cependant des inconvénients : notamment, 1’équilibre du vent
peut étre autre que géostrophique (vent du gradient par exemple). Ceci est
particuliérement vrai dans les régions ou le vent a une forte courbure.

D’autres critéres servant & repérer les régions fortement hors équilibre
ont été mis au point en analysant les ordres de grandeur des différents
termes des équations. Zhang et al [ZKDKO00| ont comparé différentes meé-
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thodes pour identifier les régions hors équilibre. Ils suggérent d’utiliser le
nombre de Rossby lagrangien comme critére pour diagnostiquer les zones
hors équilibre [KD88, OD95, ZKDKO01|. Le nombre de Rossby lagrangien
compare 'accélération des particules a la force de Coriolis :
Ro, = |Dv/Dt| _ |/ Vag X €] _ [Vag| 7 (5.2)
flvl flvl v
oll Vag est le vent agéostrophique. Ce nombre de Rossby lagrangien a été
tracé : ses maxima sont légérement supérieurs a 1, et concordent trés bien
avec le noyau de vent agéostrophique mentionné ci-dessus. Ces cartes® ne
sont pas montrées ici.
Koch & Dorian [KD88| suggérent qu'’il est plus pertinent de définir le
nombre de Rossby lagrangien en utilisant uniquement la partie de la vitesse

agéostrophique qui est normale au vent vf;g :
[Vag|
Ro, = |55|J , (5.3a)

En effet, une partie de |vqy| correspond, surtout dans les régions a forte
courbure, & I'écart entre le vent géostrophique et le vent du gradient. Or,
cet écart contribue a la composante tangentielle du vent agéostrophique. Par
conséquent, c’est avant tout la composante normale du vent agéostrophique
qui doit étre prise en compte dans le calcul du nombre de Rossby lagran-
gien [KD88, ZKDKO00|. Zhang et al [ZKDKO00] indiquent que l'utilisation de
Ro, pour identifier les régions hors équilibre donne des résultats en accord
avec d’autres indicateurs plus sophisitiqués (utilisables dans des simulations
numériques [ZKDKO01|, mais pas ici).

“Elles indiquent notamment que les régions de forts vent agéostrophique coincidant
avec les maxima du jet (régions qui sont également mises en valeur par les cartes de |vqg|)
sont caractérisés par des valeurs de Ror faibles (moins de 0.3).
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F1G. 5.10 — Norme du vent agéostrophique (en haut, 2.5ms ™! d’un contour
au suivant, contours en trait plein a partir de 20ms~!), et nombre de Rossby
lagrangien Ro, (en bas, (0.1 d’un contour au suivant, trait plein a partir
de 0.3), pour le 05/02 a 12.00GMT, a Z = 9km. Le lieu de lancement du
radiosondage 1 est indiqué par une croix.
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F1G. 5.11 — Comme la figure 5.10, mais pour le 05/02 a 18.00GMT.
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F1G. 5.12 — Comme la figure 5.10, mais pour le 06/02 a 06.00GMT.
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En revanche, le nombre de Rossby lagrangien Ro, & cause du dénomi-
nateur, a l'inconvénient de mettre en valeur les régions de faible vent qui ne
sont pas significatives. Il a donc été tracé uniquement pour les régions ou le
vent est supérieur 4 15ms~! (panneaux du bas dans les figures 5.10, 5.11 et
5.12). En combinant les informations données par ces deux indicateurs (|vgg]
et Roj) et en gardant a l'esprit leurs défauts respectifs, il apparait assez
clairement que les radiosondages ont été effectués juste au nord d’une région
fortement hors équilibre. Cette région est située a la pointe, ou un peu a ’est
de la pointe, du V formé par le jet.

5.3.2 L’émission d’ondes d’aprés les radiosondages

Les heures et emplacements des lancements des trois radiosondages uti-
lisés sont indiqués dans le tableau 5.1.

Sondage Bateau jour | heure | latitude | longitude
1 Victor Bugaev | 05/02 | 11h30 | -37.45 +41.28
2 Le Suroit 05/02 | 20h31 | -30.45 +42.79
3 Le Suroit 06/02 | 05h36 | -30.85 +43.64

TAB. 5.1 — Informations sur les trois radiosondages utilisés.

Dauns la figure 5.7, les points correspondants a ces radiosondages ont été
indiqués par les chiffres correspondants. Dans chacun de ces radiosondages,
nous observons une onde trés nette de tres basse fréquence entre 10km et
15km environ.

Une transformée de Fourier effectuée sur la perturbation du vent v/ pour
chacun de ces sondages nous indique dans quelle fenétre nous pouvons filtrer
v’ afin d’isoler 'onde qui domine le signal entre 10 et 15km pour en étudier
les caractéristiques (rapport d’aspect, longueur d’onde verticale, estimations
de la fréquence, direction et sens du vecteur d’onde). Ces informations sont
résumeées dans le tableau 5.2.

Sondage Ay Fenétre Rapport d’aspect
05/02, 11h30 | 2.2+ 0.35km | 1.5 — 5km 1-1.5
05/02, 20h31 | 2.2 £0.15km | 1.5 — 3.5km 1-1.5
06/02, 05h36 | 2.1 +0.3km 1.5 —3km 1.4-1.6

TAB. 5.2 — Fenétre utilisée pour filtrer v' et isoler I'ondes dans les trois
sondages et caractéristiques de I'onde obtenues d’apreés ces profils filtrés.

Pour estimer la fréquence intrinséque de ’onde, on peut d’une part utiliser
les rapports d’aspects dans les hodographes filtrés : ces ondes sont des ondes
de trés basse fréquence f <w < 1.5 f.

Par ailleurs, pour estimer la fréquence absolue de 'onde, on peut aussi
mesurer de combien descendent®, dans les profils filtrés, les maxima de vitesse
entre les deux radiosondages pris du méme bateau (radiosondages 2 et 3) :
on obtient une période 15.1 £ 2.2k, & comparer avec la période inertielle qui
est 17.4h environ a ces latitudes.

®L’analyse des hodographes montrent que nous avons & faire & une onde dont I’énergie
se propage vers le haut ; sa phase se propage donc vers le sol.
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FiG. 5.13 — Colonne de gauche : profils de vent, de perturbation de vent,
et hodographe entre 10 et 15km pour le premier radiosondage; colonne de
droite : d’aprés les profils filtrés avec la fenétre indiquée dans le tableau
5.2 | perturbation de la temperature potentielle, perturbation du vent et
hodographe.
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FiG. 5.14 — Comme la figure précédente, pour le deuxiéme radiosondage.
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FiG. 5.15 — Comme les deux figures précédentes, mais pour le troiséme radio-

sondage. L’onde est plus faible en amplitude que dans les deux radiosondages
précédents.
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Sachant que w = @ + k- U, ou w est la fréquence absolue, @ la fréquence
intrinseque, k le vecteur d’onde, U le vent moyen, on doit avoir k-U négatif. Il
est difficile de déterminer k puisque les hodographes sont plutdt circulaires,
sauf dans le dernier radiosondage. Les hodographes filtrés nous suggeérent
la direction de k : par exemple pour le sondage 3, la direction du vecteur
d’onde est entre (nord ouest)-(sud est) et ouest-est. A l'aide du profil de
température, on peut déterminer le sens de k : les maxima de température
précédent théoriquement d’un quart de période le maximum de perturbation
de la vitesse dans le sens de k. Pour le deuxiéme radiosondage, ceci donne
un vecteur d’ondes k orienté entre le sud et I’est, avec k- U < 0. Le cas du
premier radiosondage est moins net.

Il est légitime de se demander pourquoi k est-il vers le sud-sud-est alors
que les radiosondages sont pris au Nord de la zone qui s’ajuste (cf fig. 5.10,
5.11 et 5.12) 7 Ceci s’explique par le fait que la zone d’observation est sous le
vent par rapport a la région hors équilibre que nous proposons comme origine
des ondes. Les ondes observées sont de trés basse fréquence, et leur propaga-
tion est donc lente, et elles ont pu ainsi étre advectées depuis la région hors
équilibre jusqu’a la région ou nous les avons observées. Cette interprétation
est cohérente avec le fait que dans le troisiéme radiosondage, ’onde est de
plus faible amplitude : d’aprés la figure 5.10, le radiosondage 3 n’est plus
exactement sous le vent de la région hors équilibre. L’onde observée serait en
quelque sorte 'moins fraiche’ que celles observées dans les radiosondages 1 et
2.

L’analyse détaillée d’'une onde observée dans trois radiosondages étalés
sur 18 heures entre le 5 et le 6 février montre donc que cette onde de forte
amplitude (~ 10ms~! alors que le vent ne dépasse guére 50ms~!) est gé-
nérée par ajustement géostrophique dans une région hors équilibre située
plus au sud et associée & la région de trés forte courbure du jet. Un élément
supplémentaire vient appuyer cette interprétation : I’analyse des champs de
divergence du vent sur les surfaces isentropes d’aprés les analyses du Centre
Européen.

5.3.3 Champ de divergence du vent d’aprés le Centre Euro-
péen

Les analyses du Centre Européen permettent de tracer des cartes du
champ de divergence du vent sur les surfaces isentropes. Une partie de cette
divergence est liée aux circulations tridimensionnelles autour des jets [KS86|,
mais une partie est clairement la signature d’ondes de grande échelle [MLT02],
reconnaissable par des bandes de divergence et de convergence.

Nous présentons ici (figure 5.16) la divergence du vent sur la surface
340K (entre 11 et 12km dans nos radiosondages) le 5 février & 18GMT et le
6 férvier 4 12GMT. L’émission d’une onde & partir de la région hors équilibre
mise en évidence en 5.3.1 y est trés nette. Elle est plus nette encore pour le
6 février & 12GMT, mais nous n’avons pas de radiosondage correspondant
a cet endroit et & ce moment-la. La structure de ’onde est cohérente avec
les radiosondages (vers le sud, sud est prés de la source, puis davantage vers
lest & mesure que 'onde est advectée par le vent vers le nord est).
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CONTOUR FROM —15 TO 15 BY 1

F1G. 5.16 — Divergence du vent sur la surface isentrope 340K pour le 5 février
a 18 heures et pour le 6 février & midi.



134 CHAPITRE 5.

Nous ne pouvons espérer de facon générale que le modeéle du Centre Eu-
ropéen résolve les ondes de petite échelle, et il ne décrira pas de fagon précise
des ondes de faible longueur d’onde verticale. En revanche, il est raisonnable
qu’il résolve des ondes de grande échelle excitées par I’évolution de 1’écou-
lement & grande échelle®. Ces cartes forment donc un élément important
confirmant l'interpétation donnée ci-dessus de I’événement étudié.

5.4 Discussion et perspectives

L’analyse de ’ensemble des radiosondages a confirmé le role prépondérant
du jet troposphérique comme source d’ondes, en particulier pour la basse
stratosphére. Les régions les plus favorables a I’émission d’ondes de fortes
amplitudes ont été identifiées : ce sont d’une part les régions proches des
maxima de vitesse, et d’autre part les régions de trés forte courbure du jet.

L’étude détaillée de I’événement du 5-6 février montre que l'ajustement
géostrophique est un mécanisme de génération d’ondes important au niveau
du jet. Ce mécanisme est, dans le cas étudié, le mécanisme a l'origine des
ondes. Cette étude détaillée suggére également que les effets tri-dimensionnels
sont sans doute essentiels, du moins dans les régions de trés forte courbure du
vent, pour former la région fortement hors équilibre qui émet les ondes. Enfin,
elle a indiqué que les cartes de divergence du vent sur des surfaces isentropes
caculées d’apres les analyses du Centre Européen peuvent étre utilisées, sinon
quantitativement, du moins de maniére indicative : notamment, elles four-
niront une aide précieuse pour préciser l'identification des régions favorables
aux ondes.

Cette étude n’est pas achevée; d’autres études de cas détaillés sont en
cours ; il serait souhaitable notamment de déterminer si I’ajustement géostro-
phique a toujours un role prépondérant dans les régions de trés forte courbure
du vent, et d’essayer d’identifier les mécanismes & l'origine des ondes dans les
autres configurations favorables aux ondes (prés des maxima du vent). Par
ailleurs une exploitation plus systématique des cartes de divergence du vent
obtenues & partir des analyses du Centre Européen pourrait se révéler trés
instructive.

60’Sullivan & Dunkerton suggéraient dans leur étude numérique [OD95] des ondes
émises par 'instabilité barocline du jet troposphérique : *This paper emphasizes geostrophic
adjustment as the numerically best resolved, and probably most fundamental, mechanism
of IGW excitation.’



Chapitre 6

Emission spontanée d’ondes de
gravité par des mouvements
vorticaux non-stationnaires

’Comme Uarticle était en Russe,
)

il passa inapergu.
Jacques Roubaud.

Dans les trois premiers chapitres, la décomposition de I’écoulement en
ondes et vortex a été considérée dans des situations ou la partie vorticale
était exactement & ’équilibre géostrophique, donc stationnaire. En général
pour les fluides en rotation, cette partie vorticale est non-stationnaire mais
son évolution est plutot lente relativement & celle des ondes d’inertie-gravité,
et de nombreux éléments suggérent que sa dynamique se découple de celle
de la partie rapide (cf Introduction), du moins dans certains régimes de
parametres. L’idée que ce découplage peut étre total et exact est équivalente
a existence de la variété lente évoquée en Introduction (cf 1.2.2).

Un tel découplage ne peut cependant pas étre parfaitement exact, car les
mouvements vorticaux en général sont non-stationnaires, et par conséquent
excitent (faiblement mais inévitablement) des ondes. Comprendre le méca-
nisme de cette émission dans un fluide continument stratifié, quantifier cette
émission et son effet sur I’écoulement vortical qui en est & l'origine sont les
questions centrales de ce chapitre.

Cette émission, tout d’abord étudiée dans des fluides faiblement com-
pressibles, a été analysée récemment dans le modéle de 1’eau peu profonde
en rotation pour analyser les limitations fondamentales qu’elle impose a la
notion de variété lente (section 6.1). Nous étudions cette émission dans un
fluide continument stratifié sans rotation, en utilisant comme écoulement
vortical nonstationnaire un vortex que nous savons décrire analytiquement,
portant ainsi ’analyse de cette émission au cas d’un fluide tri-dimensionel,
ou les ondes sont anisotropes [PZ02b]. Ce travail est introduit et présenté
dans la section 6.2. Enfin, 'effet de la rotation sur cette émission est discutée
en section 6.3.
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6.1 Limitations de la ’variété lente’ par I’émission
spontanée dans des modéles bidimensionnels

Nous donnons dans cette section un bref historique des notions d’émission
de Lighthill et des étude de ses effets sur I’écoulement vortical qui la produit
(réaction inverse), et présentons plus en détail les études récentes sur cette
émission dans le modeéle de ’eau peu profonde et sur ses conséquences pour
la notion de variété lente.

6.1.1 L’émission spontanée et la réaction inverse

Les mouvements d’un fluide sans rotation, et sans stratification, peuvent
se décomposer en une partie vorticale qui sera incompressible, et une partie
compressible, les ondes acoustiques. Lighthill [Ligh2| a considéré le premier
les ondes acoustiques qui pouvaient étre engendrées par des mouvements
vorticaux. Le point essentiel que Lighthill avait compris, comme le soulignent
Ford, McIntyre & Norton [FMNO00], est que I’émission est suffisamment faible
pour que ’on puisse décrire les mouvements vorticaux comme si le fluide était
incompressible.

Crow [Cro70] a précisé la formulation mathématique rigoureuse dans la-
quelle ce probléme d’émission devait étre considéré. Une séparation d’échelle
entre I’échelle des mouvements vorticaux (petits) et ’échelle des ondes (grande
échelle), est nécessaire pour pouvoir traiter le probléme par raccordement
asymptotique des mouvements entre deux régions : une région interne (vor-
ticale, ot I'’écoulement & I’ordre dominant est incompressible!) et une région
externe (région des ondes). Le mouvement est décrit dans chaque région par
des séries asymptotiques. C’est le raccordement de ces séries entre les deux
régions qui détermine, ordre par ordre, les ondes émises par les mouvements
vorticaux. Ces idées ont été apppliquées dans de nombreuses situations (cf par
exemple Lyamshev & Skvortsov |[LS88|, Crighton [Cri81], Kambe |Kam86]).

Bien que cette émission soit plutot faible, elle entraine néanmoins un flux
d’énergie et de moment angulaire partant des mouvement vorticaux. L’ex-
pression obtenue pour les ondes permet de calculer ces flux, qui sont attribués
a une évolution adiabatique des mouvements vorticaux. Si l’on a une descrip-
tion analytique de ceux-ci & I’ordre dominant, 1’évolution des paramétres de
cette description peut alors étre déduite de I'intensité des flux d’énergie et de
moment angulaire. Il est cependant difficile d’avoir une expression analytique
pour le mouvement vortical. C’est pourquoi I’évolution du vortex due a la
réaction inverse ne peut étre calculée que pour des écoulements vorticaux
idéalisés (vortex ponctuels, vortex de Kirchhoff. . .).

Le calcul de la réaction inverse a été proposé pour la premiére fois par
Klyatskin [Kly66] pour deux vortex annulaires. Gryanik [Gry83] a considéré
dans le plan des configurations de plusieurs vortex ponctuels, de méme signe
ou de signes différents. Notamment, pour deux vortex ponctuels de méme
signe, il obtient une émission d’ondes en O(M?), ot M est le nombre de Mach.

! Qualitativement, 1’écoulement vortical se fait sur une échelle suffisamment petite pour
que la compréssibilité du fluide puisse étre négligée. Loin en revanche, les fluctuations
induites par ces mouvements se font sur une échelle plus grande, suffisamment grande
pour que la compressibilité du fluide ne soit plus négligeables.
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Le flux d’énergie emporté par les ondes est responsable d’un éloignement
progressif des deux vortex sur une échelle de temps T'/M*, ot T est le temps
de retournement de la configuration des deux vortex.

6.1.2 Exemple du vortex de Kirchhoff

Zeitlin [Zei88, Zei9l] a décrit I'émission et la réaction inverse pour une
classe de vortex? comprenant le vortex de Kirchhoff, dans un fluide bidi-
mensionnel faiblement compressible. Ceci constitue un exemple explicite de
I’émission pour un écoulement plus réaliste que les vortex ponctuels, et per-
met surtout de quantifier ’effet de la réaction inverse.

Le vortex de Kirchhoff

Le vortex de Kirchhoff est intéressant a la fois physiquement (c’est certes
une solution idéalisée, mais les vortex avec de forts gradients de vorticité et
une forme plus ou moins elliptique sont fréquents, tant dans des écoulements
bidimensionnels que dans des écoulements fortement stratifiés (cf 6.2.1)) et
techniquement (c’est une solution exacte des équations d’Euler 2D, donc une
solution & 'ordre dominant pour le fluide faiblement compressible, que nous
savons décrire analytiquement).

Ce vortex consiste en une région elliptique de vorticité uniforme entourée
de fluide o la vorticité est nulle (cf par exemple Lamb |Lam32|). Il tourne
sur lui-méme & vitesse constante. Cet écoulement peut étre décrit par la mé-
thode proposée par Legras & Zeitlin |[LZ92| (dynamique conforme, voir aussi
|[For94|), ou par le formalisme d’Abrashkin & Yakubovich [AY84, Zei91|, qui
permet de comprendre les trajectoires dans le fluide : les particules appar-
tenant a la tache de vorticité uniforme décrivent des cercles, & une vitesse
angulaire w, tandis que ellipse tourne sur elle méme & une vitesse w/2. La
figure 6.1 illustre ceci.

y y y

a) b) <)

F1G. 6.1 — Trajectoire (en pointillé) d’une particule (petit cercle) appartenant
a la périphérie de la tache elliptique de vorticité uniforme (en trait plein).
Trois instants successifs correspondants a un quart de période pour la ro-
tation de l’ellipse sur elle-méme sont representés : la particule a parcouru
pendant ce temps la moitié de sa trajectoire circulaire.

2La classe de vortex décrits est définie par le formalisme d’Abrashkin & Yakubovich
[AY84]. Ce sont des taches de vorticité non-uniforme (sauf pour N = 1) avec N + 1
'pointes’. Le cas le plus pertinent est le cas /N = 1, qui correspond au vortex de Kirchhoff.
C’est pourquoi nous nous sommes limités ici au vortex de Kirchhoff.
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Emission et évolution du vortex de Kirchhoff dans le cas sans ro-
tation

L’amplitude des ondes émises est proportionnelle au carré du nombre de
Mach. D’apreés le calcul attribuant la perte d’énergie et de moment angulaire
A une évolution adiabatique des paramétres du vortex, celui-ci s’allonge® sur
une échelle de temps T'//M*.

Le vortex ne pourra pas s’allonger indéfiniment : il est connu que le vortex
de Kirchhoff est instable pour des rapports d’aspects supérieurs a 3 (Love
|[Lov93|). Cette instabilité n’est vraisemblablement pas ou trés peu modifiée
par la compressibilité du fluide, qui joue un faible role prés du vortex. Il
est donc raisonnable de penser que ’émission d’ondes peut mener a la dé-
stabilisation du vortex lorsque le rapport d’aspect de celui-ci devient trop
grand. Notons 'importance de ’absence de dissipation : une faible viscosité
aura tendance a ramener la tache elliptique de vorticité vers une distribution
circulaire.

Emission d’ondes par le vortex de Kirchhoff dans le modéle de 1’eau
peu profonde

Ford [For94] a considéré ce méme probléme dans une perspective ’géo-
physique’, donc dans un fluide tournant et dans un modéle plus familier des
océanographes et météorologues : le modéle de ’eau peu profonde en rota-
tion. Ce modele est formellement équivalent au modele bidimensionnel dun
gaz pour lequel le rapport des chaleurs sensibles est v = 2. Les ondes de
gravité remplacent les ondes acoustiques, et le nombre de Froude U//gH
remplace le nombre de Mach U/ec. Ainsi, I’étude de Ford compléte celle de
Zeitlin pour des fluides en rotation. De plus, il avance que le vortex, & cause
de la faible compressibilité, ne garde pas exactement une forme elliptique, et,
par une approche perturbative, recherche les corrections au premier ordre.
Le travail de Ford s’articule donc en deux parties :

1. Les corrections & la forme du vortex : le vortex est décrit a l'aide du
formalisme de Legras & Zeitlin [LZ92]. A 'ordre zéro en F?, le vortex
a une forme elliptique. Les premiéres corrections sont d’ordre O(F?).
Elles sont dues & la faible compressibilité, qui fait que le vortex de
Kirchhoff n’est plus une solution exacte - elles n’ont rien & voir avec
I’émission des ondes. Ces résultats, suggérant notamment que le vortex
peut se pincer en son milieu, sont en accord avec des résultats d’analyses
faiblement nonlinéaire [Wil92]* ou numeériques [CSP93|. Notons que
le calcul de ces corrections O(F?) est possible, mais trés difficile; le
calcul des corrections suivantes (O(F*)) n’est en revanche plus possible
techniquement.

3Un vortex elliptique a d’autant moins d’énergie qu’il est plus allongé. Ceci se comprend
mieux si l'on fait le paralléle avec les vortex ponctuels, pour lesquels une paire de vortex de
méme intensité ont d’autant moins d’énergie qu’ils sont proches. Notons enfin que, comme
nous considérons des vortex qui ne sont pas isolés, avec un champ de vitesse qui décroit
radialement comme 1/r en premiére approximation, I'énergie des vortex est infinie; on ne
s’intéresse qu’aux variations (finies) de cette énergie.

“La thése de J.S. Williams n’a pas été consultée, et n’a malheureusement pas donné, 3
ma connaissance, lieu a des publications accessibles. Je la cite donc en me référant a Ford.
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2. L’émission des ondes et la réaction inverse : pour le cas sans rotation,
les résultats de Zeitlin sont retrouvés (le vortex s’allonge sur une échelle
de temps T/ F*), mais leur interprétation est un peu modifiée : & mesure
que le vortex s’allonge, il se déforme également & cause des corrections
O(F?) mentionnées ci-dessus. L’ellipse évolue vers une forme évoquant
une cacahuéte, avec un pincement au centre. On peut extrapoler et
s’attendre, notamment d’apres les simulations numériques de [CSP93],
a ce que le vortex finisse par se scinder en deux. Il y a cependant
dans la démarche de Ford un artefact qui mérite d’étre signalé : il
impose une symeétrie d’ordre 2 a ses solutions, ce qui exclut le mode 3
d’instabilité qui devrait apparaitre plus tot que l'instabilité responsable
d’une éventuelle scission du vortex.

Les détails de I’évolution lente de ce vortex spécifique et de sa déstabilisa-
tion nécessitent sans doute des analyses complémentaires, mais le mécanisme
essentiel, effet et ’échelle de temps de la réaction inverse sont des résultats
robustes.

Ford a également discuté des changements introduits par la rotation dans
ce mécanisine ; nous reviendrons sur cet aspect dans la section 6.3.

6.1.3 Limites de la notion de ’variété lente’

L’émission d’ondes de gravité par les mouvements vorticaux nonstation-
naires exclut la possibilité d’une variété lente au sens strict® de ce terme.
Sans entrer dans les détails (voir Ford, McIntyre & Norton [FMNO0] pour
une discussion du cas général dans le modéle de ’eau peu profonde) nous
nous contenterons ici de discuter certains points & 'aide de I'exemple du
vortex de Kirchhoff.

Illustration par ’exemple du vortex de Kirchhoff

Les calculs relatifs au vortex de Kirchhoff illustrent trés bien ces limites :

1. L’écoulement lié¢ au vortex est obtenu par inversion de la vorticité po-
tentielle, il est donc purement équilibré. Il émet néanmoins, trés fai-
blement certes, des ondes de gravité ou d’inertie-gravité. 11 n’est donc
pas possible de décrire 1’évolution de ce vortex sans les ondes : dans
lespace des phases, le systéme ne reste pas dans un sous-espace dont
les ondes sont exclues.

2. La perte d’énergie due aux ondes a un effet sur le vortex : il s’allonge,
sur une échelle de temps 7'/F*, et finira par changer profondément,
soit par instabilité |Zei91|, soit en se scindant en deux vortex |Wil92,
CSP93, For%4|. Dans l’espace des phases, l’écoulement aprés un temps
d’ordre T/F* n'est méme plus au voisinage de la solution vorticale (le
vortez de Kirchhoff initial).

Malgré ces limitations, la description purement vorticale d’écoulements

complexes se révéle néanmoins remarquablement fiable, comme les montrent
les simulations numeériques de Mclntyre & Norton [MNO0O].

5Ford, McIntyre & Norton définissent de la facon suivante ce que serait une variété
lente au sens strict : A strict slow manifold is an invariant manifold within the full phase
space, such that on it the full flow at each instant can be deduced, uniquely and exactly,
by potential vorticity inversion.’
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Faiblesse de ’émission et fiabilité de I’inversion de la PV

Comme le font remarquer Ford, McIntyre & Norton, la notion de variété
lente, si elle ne peut étre exacte, est néanmoins utile et remarquablement effi-
cace. Ceci est illustré dans I'article de McIntyre & Norton par les simulations
de I’évolution d’un fluide barotrope sur un hémisphére limité par un mur a
I'Equateur, avec condition de glissement®. L’évolution est d’une part simulée
a ’aide des équations primitives, & partir de conditions initiales préparées
pour qu’elles ne contiennent pas d’ondes’, et d’autre part a ’aide de modéles
équilibrés.

Les conditions habituellement requises pour décrire I’écoulement par une
description équilibrée ne sont pas réunies : les nombre de Froude et de Rossby
ne sont pas uniformément petits (le premier atteint 0.7 en certaines régions,
et le second devient infini & I'Equateur). Néanmoins, au bout de dix jours
d’intégration, ’état du fluide prédit a l'aide des meilleurs opérateurs d’in-
version de la vorticité potentielle concorde avec une précision surprenante a
I’état du fluide prédit par 'intégration des équations primitives. Ford, Mcln-
tyre & Norton suggérent que ceci est & attribuer a la faiblesse de I’émission
de Lighthill.

6.2 Emission spontanée dans un fluide stratifié tri-
dimensionnel

Dans l'article ’Internal gravity wave emission from a pancaoke vortez : an
example of wave-vortez interaction in strongly stratified flows’ , nous abor-
dous le probléme de ’émission d’ondes de gravité par un vortex nonstation-
naire dans le cadre d’un fluide stratifié sans rotation. Par rapport aux études
précédentes, nous passons donc du cas bidimensionnel au cas tridimensionnel,
et d’ondes isotropes a des ondes anisotropes. Nous rappelons ci-dessous brié-
vement quelques caractéristiques essentielles des fluides fortement stratifiés
sans rotation (6.2.1).

6.2.1 A propos des écoulements fortement stratifiés
Récurrence des galettes

Le scaling des équations dans la région du vortex suit les lignes de l'ana-
lyse de Lilly [Lil83], qui avait pour motivation de décrire la "turbulence strati-
fiee’. On peut la définir |[RLO0| comme ce qu’il reste d’un événement turbulent
lorsque le nombre de Froude redevient d’ordre 1 ou inférieur. Celle-ci a été
étudiée dans de nombreux travaux, a la fois numériques [MHS89| et expé-
rimentaux (derriére une sphére [SBF96b|, ou une grille [FMS96, SBF96al).
Une caractéristique observée de maniére récurrente est la formation de vortex

5Ceci autorise & ’Equateur les ondes de Kelvin, mais exclut les ondes de Rossby-
gravité par exemple, ou l'instabilité inertielle due au passage de fluide d'un hémisphére &
lautre. La région de I'Equateur est inévitablement mal décrite par 'inversion de la vorticité
potentielle, car il n’y a pas, & l’Equateur, de séparation entre les échelles de temps des ondes
et celles des mouvements vorticaux.

"Ce point est important : si les données initiales contiennent des ondes de Kelvin, la
description ’balanced’ de I’écoulement, qui ne peut les décrire, échoue prés de I’Equateur.
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de forme assez plate (d’ou le nom ’pancake vortex’), dans lesquels I’écoule-
ment est quasi-horizontal. Ceux-ci apparaissent également a l'issue de l'in-
stabilité de vortex en colonne [MJ97, BC00a, BCOOb|. La structure précise
de ces vortex, notamment la structure verticale, a également été étudiée
[FvH96, BVCHO1, Spe02]; ces études montrent que ces vortex sont bien dé-
crits par I'équilibre cyclostrophique.

Les galettes vorticales sont donc des structures récurrentes des écoule-
ments stratifiés. Les gradients de vorticité observés au bord de ces structures
sont souvent importants, ce qui justifie notre choix du vortex de Kirchhoff
pour ’écoulement vortical dans notre probléme.

Décomposition de I’écoulement

La notion de vorticité potentielle est également valable et pertinente dans
des fluides stratifiés sans rotation |[SR89, RL00|. Pour des mouvements a
petit nombre de Froude (forte stratification), cette vorticité potentielle se
confondra au premier ordre avec la vorticité verticale. La décomposition de
Helmholtz (ou Craya-Herring) permet de distinguer la partie de la vitesse
responsable de cette vorticité verticale et le reste :

u=e,xVygy + Vgo + we, , (6.1)

ol 9 décrit, a I’ordre dominant, la partie vorticale de I’écoulement. Celle-ci
est incompressible et la totalité de la vorticité verticale lui est attribuée. La
partie de la vitesse horizontale dérivant du potentiel ¢ décrit, avec w, les
ondes.

6.2.2 ’Internal gravity wave emission from a pancake vortexr : an
example of wave-vortex interaction in strongly stratified flows’
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At small Froude numbers the motion of a stably stratified fluid consists of a quasisteady vortical
component and a propagating wave component. The vortical component is organized into layers of
horizontal motions with well-pronounced vertical vorticity and often takes the form of so-called
“pancake” vortices. An analytical model of such a vortex that is a solution of the Euler—Boussinesq
equations at a vanishing Froude number is constructed as a superposition of horizontal
two-dimensional Kirchhoff elliptic vortices. This vortex is nonstationary and internal gravity waves
are, therefore, excited by its motion. The radiation properties are studied by matching the vortex
field with the far internal gravity wave field according to the procedure applied in acoustics to
determine vortex sound. The structure of the gravity wave field is completely quantified. By
calculating energy and angular momentum fluxes carried by outgoing waves and attributing them to
the adiabatic change of the vortex parameters, we calculate the backreaction of the internal gravity
waves radiation and show that, as in the case of acoustic radiation by the Kirchhoff vortex, this
adiabatic evolution leads to an elongation of the vortex, and its eventual destabilizati®0D0
American Institute of Physics[DOI: 10.1063/1.1448297

I. INTRODUCTION waves (IGW), is thoroughly studiede.g., Ref. 14, espe-
cially in the linear context. Emission of IGW by the above-

review, see Ref. )3 strongly stratified flows are split, in the mentioned wakes is well document&dand the splitting of

leading order in the Froude number, which is defined as &G from the vortex component is well seen, for example,
ratio of buoyancy to advection time scales, into mutuallyWhile studying analytically the initial-value problem for

noninteracting vortex and wave components. The former i$Mall disturbances discussed in Ref. 17: a small initial per-
concentrated in horizontal layers with a weII-pronouncedt“rbat'On in a stratified fluid splits into a outward propagating

vertical vorticity and, as stratification inhibits vertical mo- GW packet and a residual steady vortesortical motion
tion, follows the two-dimensionaR-D) incompressible Eu- here is steady only becgusg of _the I|near|zat|9n of the equa-
ler dynamics 2 at the leading order. tions, in the next approximation its slow evolution appears—
The horizontal layering in strongly stratified flows has cf. Ref. 18. The vertical vorticity plays a crucial role in such
been confirmed in a number of analytic, numerical, and exn analysis as it allows one to determine the whole of the
perimental studies. Moreover, numerical simulations in Refvortical flow by inversion. The vertical vorticity is the
4 and later works have shown that coherent discus-shapdg@ding-order residue of Ertel's potential vorticit?V): g
“pancake” vortices tend to emerge from an initially random = V p®, Wherep is density andw is the total vorticity. One
field of decaying turbulence in a stratified fluid. Such vorti- ¢an reconstruct the whole slow vortical field in higher orders
ces are also recurrent in laboratory studies of wakes in &S Well using subsequent approximations for the PV, if only
stratified fluid: in the wake of a towed sphéror in decay-  the splitting persists and the fastly outgoing wave component
ing turbulence behind a towed grid.Layering structure and ~ can still be consistently filtered out. Thus, the problem of the
the ensuing vortices have also been observed during the laRersistence of splitting in the higher approximations is
stages of instability of tall columnar vortices in the stratified €quivalent to the problem of the slow manifakf., e.g., Ref.
fluid.>~** A rather detailed study of the internal structure of 19) in strongly stratified fluid dynamics, i.e., a subspace in
the pancake vortices was undertaken experimentally in Reféhe whole phase space of the system such that, once pro-
12 and 6 and numerically in Ref. 13. It was found that thesdected on it, the dynamics stays there and may be traced for
vortices obey the cyclostrophic balance conditions and exlong times without taking care of the fast wave motions. The
hibit a pinching of the isopycnals near the core. Pancaké@ossibility to filter out waves is practically very important
vortices are, thus, a universal feature of stratified flows.  (weather forecasting is, probably, the best exailed

The other component of the flow, the internal gravity much understanding of atmosphere and ocean dynamics has
come from the no-wave “balanced” models. It is also impor-

@Author to whom correspondence should be addressed. TeleptgSet tant in any kind of numerical simulations m. s_tra_tmed trbu-
44 32 22 21; fax: (33 1 43 36 83 92 electronic mai: |€NCe as(at least some part pthe wave activity is usually
riwal.plougonven@polytechnique.org considered as a subgrid one. Therefore, a study of the

As was shown in the pioneering papetsfor a recent
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vortex—wave interaction mechanisms is crucial in this conposed in Ref. 29 and allows a calculation of eventual depar-

text as it allows us to check the validity of splitting and tures from the elliptic shape of the vortex in the course of its

slow-manifold ideas and to establish their limitations. slow evolution. It was shown that the presence of rotation
One of the essential mechanisms of wave—vortex interresylts in the appearance of logarithmic tet@$" log F) in

actions is well documented in acoustics: it is the emission of,e asymptotic expansion. Using symbolic computer compu-
sound waves by vorticeortex soundl As was shown in tations, the analysis was performed up to te@{(&2 log F)

t_he pioneering paper by Lighthif nonstlanonary vorte>_< mo- .émder a simplifying reflectional symmetry assumption and
tions act as sources of sound waves in a compressible fluid. 2 . . . .
yvas stopped a®(F), as it was impossible to obtain closed

The theory of this phenomenon was developed for smal i . for hiah q i
Mach numbers when the vortex size is much smaller than thB"2Y'C EXPressions for '9 er-gr er .co.rrec.|ons.
The phenomenon of Lighthill radiation is conceptually

characteristic sound-wave length. Pressure fluctuations of the ) X ) "
incompressibleluid produced by the unsteady vortex in its Important in the context of geophysical fluid dynamics be-

vicinity may be related to the pressure fluctuations in thecause it invalidates the idea of a strict slow manifold men-
compressibldar wave field, by comparing corresponding as-tioned above: even a purely vortical initial conditidie.,

ymptotics. Mathematically, the rigorous basis for this de-one exactly projected onto the would-be slow manifeldll,

scription was established in the work of Crétwvhere the if unsteady, radiate gravity waves and be altered at long
theory of matched asymptotic expansions in the inwer-  times by the backreaction of this radiation. Past a certain
tex) and outer(wave) regions were used. It was shown that time, a wave-filtered description of the flow becomes, thus,
the problem is well posed for small Mach numbers. The idegyroneous. In the RSW context, the limitations imposed on

of vortex sound has been subsequently used to determinge concepts of balance, slow manifold, and potential vortic-
acoustic radiation from numerous vortex flodesg., Refs. ity inversion by the Lighthill radiation were recently dis-

22, 23. cussed in detail in Ref. 19
A step further in the vortex sound theory was made when o . .
In the present paper, by applying the vortex sound phi-

it was realized that the backreaction of the radiation can be ) ' o :
calculated by attributing energy and angular momenturﬂOSOphy to the vortex motions in a stably stratified fluid, we

losses due to the sound-wave emission to a slow adiabatffake & step forward in studying wave emission by vortices
evolution of the vortex parameters. This has been done foRnd their backreaction by departing both from the two-
the first time in the axisymmetric case of two coaxial “leap- dimensionality of the previous studies and the isotropy of
frogging” vortex rings?* in planar situations, various con- sound wavegor surface inertia-gravity waves in the RSW
figurations of point vortices were investigated along thesecontexj. The wave emission from a localized nonstationary
lines in Ref. 25, where radiation-induced vortex collapse wasegion of uniform potential vorticity is calculated within the
discovered. Finally, in Ref. 26, a distributed vortex framework of the Euler equations in the Boussinesq approxi-
structure—the Kirchhoff vortexan elliptic patch of uniform  mation (Euler—Boussinesq in what followsor a stratified
vorticity surrounded by irrotational fluid cf., e.g., Ref.)27 quid with a constant background stratificaticiconstant

was studied. Using matched asymptotic expansions, as iﬁrunt—\/’éiséié frequency. The Boussinesq approximation

Ref. 21, the sound waves emitted by the vortex were Calcur’neans that sound waves are filtered out and only internal

lated. Assuming that the parameters of the vortex varied . . .
slowly in response to the loss of energy and angular momerg,raV't_y,WaveS(l,GW) rTlay propagate. n th? medium.  For
tum due to the waves in the adiabatic approximation, themmpll(:lty we will consider a nonrota.tlng fluid _b_elow.
Kirchhoff vortex was found to elongate on a time scale In order to carry out the calculations explicitly, we con-
M ~4T,, whereM = U/c is the Mach numbefU is the char- ~ Structa simple unsteady pancake vortex, which we call a 3-D
acteristic vortex velocity and is the velocity of soundand  Kirchhoff vortex: a region of uniform potential vorticity with
To=UI/L is the advective time scalg is the characteristic elliptic horizontal cross sections. All the horizontal ellipses
vortex scalg the same time scale as for a pair of point vor-bounding the vortex have the same aspect ratio and rotate at
tices of equal sign found in Ref. 25. the same angular frequency. Vortices of this kind have been
The shallow water equations being equivalent to a 2-Dstudied (Refs. 30 and 31in the context of the quasigeo-
compressible fluid with a specific equation of state, the samgtrophic equations. As to our knowledge, this configuration
ideas were later used for an elliptic Kiré:hh_off vortex in the y55 not considered in the case of the Euler—Boussinesq
rotating shallow wate(RSW) equations;’ with special at- equations. We will suppose in the following, as is often the

tention paid to the gffect Of. rotation. In .the SW or RSW case in the observed strongly stratified flows, that the height
context, the waves in question are gravity waves, and the

Froude numbeF — U/+/gH replaces the Mach number. The Ef>>tf|1_(|a vortex is much smaller than its horizontal length scale:
waves were found to be radiated@¢F?). They are respon- '

sible for a flux of energy and angular momentum away from The paper i‘f‘ organized as fQIIOWS: in Sec. I, thg 3'_D
the vortex atO(F%), and induce a slow evolution of the Kirchhoff vortex is constructed using conformal dynamics in

vortex on a time scald@,=F *T,, whereT, is the vortex €ach horizontal plan€:?® The scaling for the farfield, the
advection time scale. The method used was a direct multimatching of the far asymptotics of the latter is done in Sec.
time scale perturbation expansion within the framework oflll. Finally, the backreaction on the vortex is calculated in
the conformal dynamics for 2-D vortex patches that was proSec. IV. Section V contains a summary and a discussion.
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Il. THREE-DIMENSIONAL KIRCHHOFF VORTEX IN A Instead of Egs(1la)—(1d), the divergence ofla-+(1b) and
STRONGLY STRATIFIED FLUID the horizontal curl of1a) will be used below.

The scaling is the same as in Ref.(8d references
therein, with some minor differences. The horizontal and
vertical coordinates, z are scaled ak andH, respectively;

We first recall the Euler—Boussine$gB) equations for
a stratified fluid in the form we use below:

DUy +po *VuP=0, (la  Un has a scaldJ, andt scales asU/L. By virtue of the
continuity equationw scales asUH/L. In the buoyancy
Dw+ pg t9,P—£=0, (lb)  equation, the ratio ofD.& over N°w scales asF?

=(U/NH)?, the square of the vertical Froude number. Fi-
Viup+9,w=0, (10 nally, in order to keep only one parameter, we assumeRhat
D.é+N2w=0, (1d) ar_1d the aspect r_atild/L are comparable. The nondimension-
alized EB equations are
where uy is the horizontal andv is the vertical velocity,
respectively(u will denote the full 3-D velocity below &is ~ 92(9:P— &) +F?[AP+V-(u-Vu)]=0, (5a)
buoyancy(é= —pg/pgy, Wherep is the density perturbation .
and p, is the basic state densjtyN is the Brunt—Visda 0:P = &+ F¥(aw+u-Vw) =0, (50)
frequency and = d/dt +udldx+uvdl dy+wdldz is the ad- W+ F2(d,é+U-VE) =0, (50)
vective derivative. Note that these equations are not hydro-
static. Yet the scaling we use corresponds to hydrostaticity aj,A i+ 74, Ayih) + Vi (VdA ) + WAy

the leading order.

A. Preliminary scaling considerations
y 9 Apd+aw=0, (5¢)

The solution of the wave emission problem by an un- _ _
steady vortex by means of the method of matched asymptoti#here J denotes the horizontal Jacobiai(a,b) = dyadyb
expansions is well poséd,provided there is a scale separa- ~ xPdya. .
tion between the length scale of the waves and that of the Using the above scaling we get for PV:
vortex. Here we find constraints imposed by this requirement 2
. . . = . = + — —
on a vortex of characteristic horizontal scéleand charac- 4= VO=Anit FLEARD— Ehn &ythzy

teristic heightH. + (b, )1+ FATE,W). (6)
If U is the characteristic horizontal velocity in the vortex _ ) ) )
region the advective time scaleTs=L/U. We suppose that All variables are expanded in an asymptotic serieSin

this time scale is much greater than the buoyancy period: _ 2 4 6
Fu=U/NL<1. As the ultimate mechanism of IGW excita- Y= dot Pt Bl O(FD). @
tion are the pressure fluctuations due to unsteadiness of the At zeroth order inF?, Eq. (5¢) yields wo=0. Through
vortex flow, they are expected to have the same vertical5e), ¢, is also zero, and we get

length scale as these latter, i.E,, and the same time scale.

The dispersion relation for low-frequency IGWQ? Wo=0, (8a)
=N2k2/k?, where Q) is wave frequency andy, k, are

horizontal and vertical wave numbers, respectively, yields $0=0, (8D)
U/L~NH/\. This gives an expression of the characteristic aA 4] A -0 8
wavelength\ in terms ofL: Bndot I(Wo, i) =0, (89
\ NH ) 1 ] . U o ApPo=—V-(up-Vup), (8d)
=—>L=—=L, wi =—_
) F NH £0=10,Py, (8¢)

Hence, for wave-vortex scale separation we need to have whereuy=+&,XV 1.

The motion at the leading order is, therefore, purely
F= NH <l (3)  horizontal and vorticalbidimensionalization Equation(8c)
is equivalent to the 2-D Euler equations for incompressible
Here F will be the small parameter used in the asymptoticfluid, wherez enters as a parameter. Hence, within this accu-

expansions below. racy it is possible to build a three-dimensional vortex as a
stack of 2-D Euler ones. The vertical profile should be cho-
B. Scaling in the inner (vortex ) region sen carefully in order not to invalidate the coherence of mo-

tions in different horizontal planes and to avoid unphysical
&ertical gradients. Oncgy, is obtained from the PV distribu-
tion, the rest of the zeroth-order fields and higher-order cor-
rections can be determined frog,: for example,(8d) de-
termines pressure an@e) determines buoyancyy; will
u=+eXVyy+Vyod+we,. (4)  then be determined fronk, and &, through(5c).

In the vicinity of the vortex the motion is essentially
horizontal. To make the separation between the vortex an
wave motions clear, we can rewrite E¢$a)—(1d) using the
Helmholtz decomposition for the horizontal velocity:
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C. Construction of the 3-D Kirchhoff vortex Voeiwt_

Yxxzt) =5 (X— T, X/

(12)

A 3-D vortex in a stratified fluid is built from the same
principle as in shallow waté a bounded region of fluid
having homogeneous P{équal to unity is taken; it is sur-
rounded by fluid with zero PV where the flow follows from
the PV inversion. The 3-D region of homogeneous PV is
defined as follows: the intersection of each horizontal plan
with the region of nonzero PV is an ellipse; all such ellipses
are centered at the same vertical axis and have the same v§(¢.¢,2,t)= (F2 v5)¥(2) —lrowY(Z)
aspect ratio and orientation. Hence, the vortex region is en- ¢ (13)
tirely defined by(1) the aspect ratio(2) the orientation, and
(3) the vertical profiley(z) of the length of the major axis in The vertical profiley(z) has to be a sufficiently smooth
each horizontal plane. function with compact supportof order one, due to the

The flow in every horizontal planéfor everyz) will be  choice of scaling In what follows, we choose this profile to
calculated using the conformal dynamics approoihich ~ be symmetric inz and normalized:
uses conformal mappings to parametrize the patches of uni- f

Note that there is no vertical shear inside the vortex.

In the exterior region, all fields are considered as func-
tions of ¢, £, z andt, where ¢ and { correspond to the
éocatlon defined by( x+iy=g({). The velocity is

©

dsy(s)?=1. (14

— oo

form vorticity on the plane. In each horizontal plane, an in-
terior and an exterior region will be considered; the flow in
the latter is described via a mapping of the exterior of thegq, instance, one can take

unit disk in the auxiliary{ plane onto the exterior of the

ellipse in the physical plane, arplane, whereg=x+iy. As Y (2)=K(*-1)?, for —1<z<1,
the ellipses rotate and as their size varies withese map-

pings depend parametrically @and are time periodic. n2)=0, for [7>1,

The expression fog at order 0 will account for the to- whereK is a normalization constant.
tality of PV, being equal to unity inside the vortex region and
zero outside. All higher-order correctionsdawill thus van-  D. Pressure, buoyancy, and vertical velocity fields
ish, which allows us to determine perturbatively the hydro-
dynamical fields in an unambiguous way.

At order 0, as can be seen frof@), PV coincides with
the vertical vorticity, Ay ¢, entirely determined by the hori- VPy=—3d;Ug— Uy-VUg. (16
zontal velocity. Hence the same equations as in the SW
casé® result, withz as a parameter, and we simply state the

(15

The pressure field can be obtained directly by integrating
the equation of horizontal motiofia):

The following expressions follow:

result. 1 _ _
The mapping of the exterior of the unit disk in the P(')_4 (XX— 2T, (voe "X+ Voe'wt?))
plane onto the exterior of the ellipse in the physiggblane
is given by - 0?’T'2y4(2), (1739
( ) th o wZF(Z) 1 1 Voeiwt Voefiwt )
g9 =T(z){+ 7 ©) Po'=— ZJFZ_FO TJFT ¥(2).
(17b

where g depends orz andt parametrically, and’(z) and

v(Z) are supposed to be real and positive forzasind such From (8d), the buoyancy field can be obtained:

that v(z)<I'(z). The major and minor semiaxes of each V= —2T2w2y(2)y'(2), (189
ellipse arel'(z) = v(z), respectively. As the aspect ratio of .
all the ellipses in the stack is the sanieand » have the L —ppelt
. . (e 2 2 O 0 ’
same vertical profile: =—Too™| 72— gt tc.C|¥(2)y (2).
0d"—voe
(18b)
I'=Tgy(2), v=vyy(2), (10 o _ _
The vortex is in the cyclostrophic balance by construction.

wherel’y and v, are real and positive. Hence, its core corresponds to a low-pressure anomaly and,

The rotation frequencwy is determined by the geometri- as follows from the hydrostatic balance, buoyancy must have
cal parameters of the ellips¢éand by the value of PV, here a negative anomaly in the lower part of the vortex and a

unity): positive anomaly in the upper part. This is exactly the case in
(18a), which is illustrated in Fig. 1. Inside the vortex the
1 v(2)? isopycnals are horizontal and pinch, making the density gra-
T2 T T (22 1D dient steeper, like in the observed vortiéé$ One should be

cautious, however, while comparing our inviscid construc-
In the interior regiony=x+iy is the complex space tion with viscous simulations. For instance, vertical vorticity
coordinate, and horizontal velocity is at the first order has a discontinuous distribution in our ana-

Downloaded 07 Jan 2003 to 134.157.16.101. Redistribution subject to AIP license or copyright, see http://ojps.aip.org/phf/phfcr.jsp



Phys. Fluids, Vol. 14, No. 3, March 2002 Internal gravity wave emission from a pancake 1263

0.1 needed to obtain the equation f¢i, the form of the forcing
for Ay ¢, in the 3-D case differs significantly from the SW
case. In particular, in the nonrotating SW case only expres-

0. 05— v~

0 sions of the form/"{™ appear on the right-hand side of equa-
-0.08\——— ——— tions for A¢, (our ¢4). In the stratified 3-D case, on the
—0.1 contrary, we can see froif20b) that rational fractions with
~7 0.5 0 0.5 1 poles other than zero appear making integration much more

' _ _ _ involved. The reasoning of Ref. 28, therefore, cannot be di-
E:Sistp;fé’np;g”ﬂz ;‘Z'rfzacf’r"?g ggizg'rt‘htg‘\*’gfele of the minor axis. Note thatectly transposed and applied in our situation. While the cor-
' rections in question were taken into account in Ref. 28 by
adding a termus{ 3 to the mapping(9) and some small
2 . . . . . .
lytical model; in laboratory experiments, vortices commonlyl O(F?)] corrections td’s andw,, this is not sufficient here:
exhibit vorticity distributions of the Gaussian type. an infinite series should be added(®. Hence, the behavior
Vertical velocity and horizontal velocity potential are ab- ©f the 3-D vortexin each horizontal plane will be the same as

sent in the leading order; hence, the equations of motion df'€ 2-D shallow water Kirchhoff vortex only at the leading
O(F?) are needed to determine them: order. Unfortunately, the mathematics in the following orders

become too complicated to determine an explicit form of
W1 = —(d&o+ Up* Vo), (198 corrections.
Apdr=—3Wy. (19b

The vertical velocity following from(199 has a rather

complex form because of the time dependence of the map: In_ th_ls section, quantities that we will need below for the
ping (9): description of the long-term evolution of the vortex are cal-

_ culated.
wi’=0, (209

E. Circulation, energy, and angular momentum

1. Circulation

w&e)=i7<z>y'<z>r8w3{
Within the framework of equationg1a—(1d) the

_ (Fogz—l_ Vo€ @t)2 Kelvin's circulation theorem applied to a contodrstates:
fwt) 7 7—1_ 72\ _ 572
x| et ¢mee 0% voe'! dc 3§ § (229
. L= — . qr 66,
_(Voeth§2_voelwt§2)(roé«§l_VOelwt))_ dt
(LT o~ voe ) e
(20b) :f fS ds-(§,6c— &x8y), (22b)
L

The vertical velocity is zero inside the vortex and in the two
vertical planes containing the major and minor axes of th
ellipses outside. One can check from these expressions th
w;, is continuous across the vortex edgg=1). The diver-

gent part of order-one horizontal velocity field can be ob- . I I .
tained from (19b). However, we do not present the corre- see from(22b) that the first qonvanlsr;|ng contribution will
come fromé&,, and hence will beD(F<). Now, aswy=0

sponding cumbersome expressions. Nevertheless, note th .
due to the smoothing effect of the inversed Laplacian, the Verywhere andv; =0 on the vortex edgéct. (193], the

velocity field V ¢4 obtained from injecting20) into (19b) is ;loert(;(i?l (il(l)szleaceomegtz .?Iztzha(; antggrb\’vﬁfh : re neiﬁssary
continuous. The other first-order velocity corrections comec.rrC Ia%on canzo'?zarr :)n t'm’e\éwshorter(th“s?z. FePGCTe ©
from ¢, . The equation fok), is obtained using the fact that reutat vary ! i 0

the first-order term in(6) is zero: dc
_ _ — =0O(F"). (23)
A== €0 Anthot Eoxthorxt Soytozy— I ¢02,§o)-(21 dt

where C=¢ .dl-u is the circulation andS, is a surface
?unded by the contout.
We choseL to be a horizontal ellipse on the vortex edge.
As &, is a function only ofz inside the vorteXcf. (18], we

The corresponding velocity is also continuous due to inVer_.CaIcula_lting.the circulation, the following adiabatic invariant
sion of the Laplacian. Hence, the complete velocity correc’® obtained:
tions at order 1 are continuous and, in principle, calculable. k(2)=[T42)— v&(2)]= 20T 1(2)12=2ko[ ¥(2) ]2,

The behavior of the 3-D Kirchhoff vortex appears here (24)
to be different in several ways from the behavior of its SW
analog obtained in Ref. 28: first, the equation far (4, in ~ Where ko= wI'3. As (24) does not change on times shorter
Ref. 28 will not be the same because the expressions for P\¥han T for eachz and given the integral constraifit4) on
are differenfcompare Eq(21) with Eq. (36) (settingf=0) v(2), both kg andy(z) will be considered invariant on times

in Ref. 28. Second, due to the vertical differentiations shorter thant;.
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2. Energy This expression fot is then injected into the expression for

In order to calculate the backreaction of the wave radiapressure(l?a):

tion, we need expressions for the leading-order energy and © 9id o 1 Vo

angular momentum. The equation of energy conservation Po =5 @ T'o¥(2) —r—2+ﬁcoa{20— t)

follows from (1a)—(1d):

+0(r™3), (32

2 2
u .
6’t(Po—2 + —) +V- =0. (259  wherey=re'’. The first term in this formula is monopolar

2N? . _ S
and static. The second term is quadrupolar and oscillating in

At the leading order in Froude number, the energy is givenime and will be matched with the wave field.
by the horizontal kinetic energy. The energy of the full 3-D

vortex may be calculated by vertical integration of the 2-D
results.

In each plane, we integrate the energy density in a disI|<”' THE FARFIELD
of radiusA (a cutoff length around a Kirchhoff vortex with ~ A. Scaling in the outer (wave) region
major and minor axeE* v, respectively. We, thus, obtain the
energyE,_p of the 2-D vortex(cf. Ref. 26:

u+Pu

u2 2
(POT 2N?

The scaling that we have used to obtain E§&)—(5€)
does not work anymore at large distances from the vortex.

ral 1 A 5 There, the fields vary at a scale greater thaand the veloc-
Eop= 7ol 7 Flogy | =7k®| 7 +log ). (26) ity will be weaker. The order of the nonlinear terms, there-
fore, need to be reevaluated.
~ This expression is then integrated Zrusing (14), and The equations are rescaled usiRg’L as a horizontal
gives the energy of the 3-D vortd; p: length scale, andi as a vertical length scale. The space
A1 % coordinates scaled with will be denoted by capital letters
Es.p= 7§ ('09F—+Z Mrf dsy(s)*log¥(2) |, (X, Y, or R). The velocity far from the region where the
0 o 27) potential vorticity is nonzero decays as 14t distances that
scale ad /F, the horizontal velocity therefore scalesrd,
where and the vertical velocity ag/=F?UH/L. The time scale is
w the same as in the inner region, thatidJ.
M4=J dsy(s)*. (28) With this scaling the EB equatiorida—(1d) yield
2 —
For vortices of the same volumé(,, “flatness,” increases Jily T VP+FU-Vuy =0, (339
for flatter vortices. 3,P— &+ F4(a,w+F2u-Vw)=0, (33b)
E+W+F2u-VE=0, (330
3. Angular momentum AxU+ dyv + d,w=0. (330

~ The angular momentum is calculated by integrating thegecause of the special form of the leading-order velocity
azimuthal velocity(u, in cylindrical coordinatestimes ra-  field (axisymmetric and purely azimuthalthe zeroth-order

dius. As for energy, we proceed by calculating the angulagdvective terms are zero. Hence, linear gravity waves are
momentum in each horizontal plane, following Ref. 26, andphoth order 0 and order 1 solutions.

then integrate ire. The 2-D calculation yields

rz 2 B. The matching procedure
_ o 21 V.
Ma.p=mol (A 2 2 ) (29 First, we note that, due to the different scalings in the
. inner and outer regiofR=rF andu~FU in the outer re-
The result for the 3-D vortex is gion), the terms withr =2 in P{® [cf. (32)] will match with
rZ 2 , the first-order ternP{") in the wave region.
Ma.p=7ko| —| 5 + 5 | Ma+ A7) (30) In the Appendix, we display the general form of the

i , ) wave fields in cylindrical coordinates. Retaining only sym-
These expressions will be used below for calculating they atric in z terms. this general form is

backreaction of the wave emission on the vortex.

(w) — C s
F. Pressure fluctuations far from the vortex P17(R.6,2,1) En: a”J’o durs(u)coguz)

In order to determine the wave field emitted by thg vor- > ng)(Ruy)ei(na— ", (34)
tex, we need to calculate the farfield pressure fluctuations. It , . .
is necessary first to invert the expressionfovheny>1 (or ~ WhereH? is the Hankel function.

equivalently/>1). The inversion of(9) yields Requiring the farfield fluctuations of the pressure ob-
tained in(32) to be equal to the near-field fluctuations of the
(= 1_,_ O(x Y. (31) wave field imposes=2 andv=w, thus reducing the general
Lo form of the wave field to
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wave vectors being of order (\LAMH), the energy will
propagate at a small angle of ordeH/L=F? to the hori-
zontal. Furthermore, as waves propagate in a layer of con-
stant thickness along the cone, their amplitude decreases as
1/Jr in the radial direction.

However, the source is not exactly a point source, but
rather an annular region where the fluctuations due to the
vortex motion occur at a horizontal length scale Thus,
qualitatively, the rays of propagation of the emitted waves
form a hyperboloid that deviates from the asymptotic cone,
FIG. 2. Vertical cross section of the pressure perturbations corresponding tout only in the vicinity of the origin. The difference is not
waves given by expressi_c(ﬁ?_a. Thc_e pattern is ver_y_simila_r to the “cross”  vjsible in Fig. 2, but becomes apparent in Figa)3 where
observed around an oscillating cylinder in a stratified fluid. the phase lines on the surface of the cone have been plotted.

These lines can be interpreted as approximate rays, indicat-
. ing the origin of the waves, which shows that their propaga-
P&W)(R,a,z,t)=Ae‘5f duffs(u)cosuz) tion is not exactly radial from the source.
0 The intensity of the perturbations in the horizontal plane
% H(zz)(Ruw)e“z”*“’t), (35 ?bove or belovx_/ the vortex_is pIoFted.in Fig(b3, and has a
orm of a fraction of a spiralwhich is natural for waves
whereA is a real and positive amplitude, adds a phase.  propagating at a constant speed away from a rotating source,
To obtain the near-field wave asymptotics, we use thgust like water from a rotating hogeAs the waves propagate

=7:5 =5 =2.5 0 2.5 5 7.5

following asymptotics of the Hankel functio: along a cone, the spiral wraps the cone.
i -n
HEZ)(X)N I—F(n)(z) ) (36) D. Fluxes of energy and angular momentum
™ 2 associated with the wave field
Matching of the fluctuating part & and the real part The fluxes of energy and angular momentum will be
of P{") gives for 75(u), A and & calculated for the wave field of the form
- +oo o
P(U)ZZWUZL dy y(s)]? cogus), (373 Pl(R,os',z,t)zAfJr duZFS(u)coguz)
0
T Tivy 7KV T X HP(Ruw)el(20-ot+9) (39)
A= 8 =815 5:_5' (37b 2 '

. . . The energy flux at the leading order in the exterior re-
The emitted waves are of ord&? in the outer region gion is
and are, thus, rather weak.

fe: Plul . (39)
C. Description of the emitted wave field _ ) ) _
The total flux of energy will be obtained by integrating

In the first approximation, as vortex dimensions areihis expression over a cylindrical surface surrounding the
much smaller than the characteristic wavelength, the wavegyrtex. As the amplitude of the wave field decays fast in the
can be considered as emitted from a point source. Waves a{gical direction, we do not need to consider the energy flux
excited at a single frequency and we therefore expect, frorfhrough the top and the bottom parts of the cylinder. Only

the_ dispersion rel_ation and the expression of the group V€, is, thus, needed; it can be obtained using B84 at the
locity, that they will propagate along a cofd. Ref. 14. A first order in cylindrical coordinates:
plot of the intensity of the perturbation in a vertical plane

(Fig. 2) shows that the situation is indeed close to this. Their  d,u;g=—drP1, (40

FIG. 3. (a) Phase lines plotted on the cone with angle to
the horizontal equal to the angle at which the energy of
the waves propagaté=¢). The region of wave genera-
tion appears as a ring at a certain distance from the
center, i.e., from the vortex. Note that this plot is ob-
tained from the farfield expressions, so the very center
part of the figure is not representatib) Pressure per-
turbation due to the waves in a horizontal plane above
the vortex; vortex thickness is 0.2=0.2, and the level

of the horizontal plane ig=1.

@ 75 =5 =235 0 25 35 75 (0
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which yields Using (37b), (44), and(46), and noting that the waves’ am-
plitudes are®(F?), we have

u1R=Af duf—'s(u)cos(uz)u
0 Fe=F4——— (483
X[J5(URw)SIN(20— wt+ §)

—Y(URw)cog20— wt+§)]. (41 Fu=F*———— = (48b)

The total flux of energy across the cylindrical surface of -
radiusR is whereG= [“_[ F5(u)]?du. With the help of the energy and

, angular momentum conservation laws the following coupled

+ o0 T 0 s} ~ ~ . . . .

FE:AZI dzf Rdaf duj du’ FS(u) FS(u')u’ evolution equations are obtained:
—®© 0 0 0

d d , 7GKy v
X coguz)cogu’z)[sir? J5Y,—cog J,Y} dt, (ro)= dt, a,, 0)_32M4 ry (49)
+cossitJ,J,—Y,Y5)], (42)  wheret,=F%, is adequately rescaled time. The conserva-

tion of the area of the ellipse in each horizontal plane readily

where the argumentsiRw), (U'Rw), and (20— wt) of the follows from (49) by integration:

Bessel and trigonometric functions have been omitted for
brevity. Carrying out integrations im and 6, and using the I'3— v3=S=const, (50)

known property of the Wronskian of the Bessel functidhs, .
property and, hence, the total volume of the vortex is conserved. De-

, , 2 notingy= »3 and integrating49), we obtain
Jn(@)Yn(a) - In(@Yi@)= ., (43) ’ .
V2 (S+y)3 7Gky
the total energy flux is obtained: LO dy y  32M, 2 (52)
A? (e
Fom— dul FS(u)12. 44 These results reproduce the ones of Ref. £&. corr-
£ Jo [Fw] “4 ection, however, has to be made to Ed6) of Ref. 26,

which parallels Eg.(51) here. Indeed, the dependence

The angular momentum flux will be calculated in a simi- on o of the coefficientAy was neglected there; the full equa-

lar way. The equation for the vertical component of the a

gular momentum, derived from the EB equations, is "o (16) reads as f}ﬁ‘dz(dy/y) (S+Ny)N+2
— N2N+3r2N+3/{(2C) 2N+2[ ( N+1)| ]2(277_) 2N+2}[(N
Jdmg N+1
— T VImau+P(e,XR)]=0, (45  +1)2]7t)

Similarly, we obtain forT'g,

where m;=Ru, is the vertical component of the angular
momentum. The linear term of,=mzu+ P(e,XR) will j
yield zero when integrated over an infinite vertical surface
because of periodicity d?; in 6. As only one term remains, The integrands in the last two equations are rational frac-
scaling considerations are unnecessary and calculations simjons and can be easily integrated:

lar to the previous ones give

2 3 5
T8 g X =’7TGKO

2 5 Ts T 3o,

0Oi

(52

2 el i) (“’)4 1 (el -
2A2 (= R —| =] — — || = — — || =] —
M:FJ du[ FS(u)]2. 46 3L\ T 2I'g [\ o o[\ o
0
s® F2 7TGK0
Note that the energy flux and the angular momentum F6 log (RS = 3o e ts, (539
flux are simply relatedF, = (2/w)Fg. 4
1[[ vo\® 3S [[wo)|* 387 v\ 2
2l gl
3 Voj 2V0i Voj VOi Voj
IV. THE BACKREACTION OF THE RADIATION 5
283| VO) 7Gxy . (530
. 0 ,
The evolution of the vortex due to the loss of energy and Vg, 9 Voi 32/\/14,,6 2

angular momentum by radiation is supposed to be adiabatic,

i.e., attributed to a slow change of its parameters. F@7i ~ Where the index corresponds to initial values.

and (30), we get As an example, we consider a vortex that is initially
slightly nonaxisymmetric with"y=1 andry=0.01. It can be

dEs. D__ 2 1dl (479  Seen from(49) or from (53b) (in which the dominant term is
dt 0T, dt the one preceded byS3/v) that vy is then expected to
M. 0 dFO dug grow exponentially for initial timescf. Fig. 4):
gt = m<oMa| Tog +vog (47b Vo~ ;e TORYOAMAT Gtz (54)
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Semiaxes Aspect ratio

Lo FIG. 4. (a) Evolution of the semiaxeE+ v at heightz

2.5 =0 of a 3-D Kirchhoff vortex. Initial values are 1 and
5 8 0.98. Time units are scaled a=T,/F*. At initial
L s 6 times, the evolution is exponential. For longer times,

the time law takes the same form as the law obtained
for point vortices[cf. Eq. (55)], but we then reach val-
0.5 2 ues for the aspect ratio that are not realistiy.Evolu-

tion of the aspect ratio of the same vortex.

(a) 5 10 15 20 75 T (b) 5 10 15 20 25

As the semiaxes of the elliptic horizontal cross sectionderive the effects of the backreaction of the wave radiation.
are related ta via I'*= v, an elongation of the vortex at initial The backreaction’s calculation shows that the IGW emission
times results. As the vortex elongates, the rate of rotatiofeads to very slow but systematic changes in the vortex
decreasegcf. (24)]. [Note that, unlike Ref. 28, here we do shape.

not have a frequency threshold for the wave emisgfan Some remarks are in order in what concerns the backre-
SW)—this is a difference between rotating and nonrotatingaction, however. First, the elongation scenario discussed in
fluid.] the previous section is valid under the hypothesis that there

The time scale of thus obtained growth is very slow, forare no other factors inducing slow evolution of the vortex at
it scales asF~“L/U. If elongation continues for longer time scalesT, or faster(say, at the time scal€,=F ~2T).
times, we would havel{y/I';;)>1 and (vo/vo;)>1 and the  This latter may be necessary, for instance, if resonances arise
first terms in both equatior{$3) become dominant. An elon- while calculating the higher-order corrections to tfverti-
gation law of the same form as that for the distance betweega|) near-field (without any reference to the far wave figld
two point vortices of equal intensiticf. Ref. 23 then fol-  that have to be killed by slow time dependence of lower-
lows for late stages of evolution: order fields. Due to their excessivand rapidly increasing

To=Tg(1+1t,/7)", (55  Wwith the order of the perturbation thegrechnical complex-

6 5 ) o ity we did not undertake here the corresponding calculations
wherer=(32M,l'g)/(3mGkq). In this form, however, itis  gnq  hence, cannot guarantee the validity of the above-
valid only for large aspect ratios of the ellips&®e Fig. 4 mentioned hypothesis. One remark here is that, the Kirchoff
and, as discussed below, the vortex is likely to become ungq ey peing an exact solution of the 2-D Euler equations,
stable before that. such evolution could come uniquely from the 3-D effects
and, therefore, would mean that the widely believed scenario
V. SUMMARY AND DISCUSSION of bidimensionalization of strongly stratified flows is broken

In the present paper we addressed the question of IG\glready in the next-to-leading order in stratificatiqfi. the
emission from an isolated pancake vortex of the kind obdiscussion at the end of Sec. )l Albeit unplausible, we do
served in laboratory experiments and numerical simulation§0t see at present how such evolution couldaberiori ex-
of strongly stratified flows. There are two stages of wavecluded. This question deserves a further investigation.
production by perturbations bearing vorticity in stratified ~ Second, even if the elongation due to the backreaction of
flows. The first stage corresponds to the adjustment of arbthe wave radiation is not accompanied by other slow mo-
trary localized disturbances to tiflealanced state of hydro- tions, it is intuitively clear that it cannot last and should end
static and cyclostrophic equilibrium that is accompanied byup with some sort of instability. Unfortunately, nothing is
emission of the “redundant” part in the form of outgoing known on stability of the ellipsoidal regions of PV in the
waves. This is, thus, a transient wave emission. The lineastratified fluid. Again, the corresponding analytical calcula-
treatment of this process is presented in Ref. 17 and may béons are very complex. Stability calculations do exist for
pursued further on perturbatively in Froude number, follow-Similar ellipsoidal vortices in a much simpler context of
ing the lines of Ref. 33, where the geostrophic adjustmenguasigeostrophic dynamié$but modes of instability may,
was studied. The second stage corresponds to a permandiitcourse, differ significantly in the two cases. The 2-D
Lighthill radiation by thebalancedbut nonstationary vortex Kirchhoff vortex is knowri* to be unstable when its aspect
motions, and it was this latter process we were concentrate@tio exceeds 3. It is unlikely that 3-D effects may prevent
on in the present paper. We, thus, treated the problem asthis 2-D instability so we anticipate that at least for aspect
radiation one. Any radiation problem requires exact knowl-ratios greater than 3 the pancake vortex will be destabilized.
edge of the wave source, and for this purpose we constructdtl because of imposed reflectional symmetry, as in Ref. 28,
an explicit example of a rotating ellipsoidal region of con- the first instability mode cannot be excited, the aspect ratio
stant PV in cyclostrophic balance, obeying the EB equationsnight grow further. In two dimensions, as argued in Ref. 28,
at the leading order in the Froude number. In doing this wghe wave resonances excite a quadrup@teode 4 instabil-
essentially used the quasibidimensionalization of stratifiedty of the elliptic vortex for aspect ratios beyone4.6, cor-
fluids due to a strong stratification, which allowed us to useresponding to #/I")?= J2—1. Whether the same is true for
the classical 2-D Kirchoff vortex as the base for our con-3-D stratified vortices remains an open question. In any case,
struction. The explicit knowledge of the vortex field allowed it is clear that once elongated enough the vortex is prone to
us to calculate analytically the emitted wave field and toinstabilities and, hence, although slow, the backreaction of
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152 CHAPITRE 6.

6.3 Extension au fluide en rotation : la fréquence
inertielle comme fréquence de coupure

Essentiellement, la rotation limite ’émission en introduisant une fré-
quence de coupure (ou fréquence minimale) f dans le spectre des ondes de
gravité. Ainsi, dans le cas du vortex de Kirchhoff, si celui-ci tourne sur lui
méme avec une fréquence moindre que f/2, il n’y aura pas d’émission d’ondes
en F2. 11 pourra cependant y en avoir a des ordres supérieurs (a partir de
FY).

De maniére plus générale, pour qu’il y ait émission, il faut que le spectre
des fréquences des mouvements vorticaux recouvre en partie le spectre des
fréquences possibles des ondes. C’est pourquoi Ford, Mclntyre & Norton
[FMNOO| considérent une situation avec un nombre de Rossby supérieur ou
égal & 1. Le trou spectral introduit par la rotation (¢f Introduction) réduit
donc I’émission dans les fluides en rotation, mais ne 'exclut pas.

Enfin, mentionnons une autre approche de la question des limites de la
variété lente : I’étude de la croissance de petites perturbations dans des écou-
lements ayant une vorticité potentielle et un taux de déformation constants.
McWilliams & Yavneh [MY98] se sont ainsi intéressés aux limites des mo-
deles équilibrés (’breakdown of balance’) en considérant la croissance de pe-
tites perturbations sur un écoulement cisaillé horizontal ayant une vorticité et
une déformation uniformes. Ils ont montré que les perturbations croissaient
lorsque la vorticité était plus faible que la norme de la déformation®.

Vanneste & Yavneh [VY02| adoptent une approche semblable pour consi-
dérer I’émission d’ondes par un écoulement barotrope cisaillé horizontale-
ment. Ils suggeérent que pour de petits nombres de Rossby, I’émission demeure
inévitable, mais est vraisemblablement trés faible : d’ordre e /2e=%/¢ o e
est le nombre de Rossby.

L’émission mise en évidence ci-dessus est faible. Son effet sur la partie
équilibrée de I’écoulement ne se fera pas sentir si d’autres phénomeénes ont
lieu sur des échelles de temps plus rapides (instabilité de I’écoulement vortical
par exemple). Ce que souligne et quantifie cette étude, c’est que cette émission
est, dés lors que 1’écoulement vortical est non-stationnaire, présente, ce qui
constitue une limite 'ultime’ de la notion de variété lente.

8Ce critére est plus restrictif que le critére qui est ressorti de notre étude de la séparation
dans le modeéle de 'eau peu profonde (chapitre 2), mais les problémes considérés ne sont
pas les mémes : ajustement a partir d’une situation rectiligne loin de I’équilibre dans un cas,
évolution d’une petite perturbation tridimensionnelle sur fond d’un écoulement équilibré
dans lautre.



Chapitre 7

Résumé et perspectives

Nous rappelons ci-dessous les questions qui ont motivé ce travail, et les
éléments de réponses qui ont été apportées.

Peut-on séparer de maniére unique et rigoureuse une structure de type jet
ou front, dans l’atmosphére ou dans l’océan, en une composante lente et une
composante rapide ?

L’é¢tude de 'ajustement géostrophique d’anomalies frontales (9,(...) =
0) a l'aide de la description lagrangienne du mouvement permet de répondre
dans le cadre de trois modeéles de fronts rectilignes de complexité croissante
(modéle de ’eau peu profonde, fluide & deux couches avec toit rigide, fluide
continu). Pour ces modéles ’équilibre géostrophique est une solution exacte
et stationnaire. La partie lente est donc I’état ajusté vers lequel on s’attend
a ce que le fluide évolue.

Dans le fluide & une couche, 'état ajusté existe pour des anomalies loca-
lisées ayant une vorticité potentielle positive. Dans le fluide & deux couches,
de méme, des conditions suffisantes pour l’existence et 'unicité de 1’état
ajusté ont été obtenues (section 3.1.2, équation 3.11). Ces résultats s’ap-
pliquent a des états arbitraires du fluide, ils définissent une variété lente
non-perturbative. La partie lente (stationnaire) ne peut étre modifiée que
par des processus dissipatifs. La séparation pour des anomalies comportant
des régions de vorticité potentielle négative reste en revanche une question
ouverte.

Les conditions d’existence de I'état ajusté sont plus sévéres pour le fluide
stratifié : il existe des états ayant une PV positive pour lesquels il n’est pas
possible de séparer I’écoulement, parce qu’il n’existe pas d’état ajusté véri-
fiant les contraintes de conservation de la masse, de la température potentielle
et du moment géostrophique.

Pour un état du fluide ayant une PV arbitraire mais strictement positive,
la détermination de la partie lente se raméne a une équation elliptique de
Monge-Ampére; les conditions générales d’existence de solutions de cette
équation ne sont pas connues a ce jour dans la littérature mathématique. En
revanche, dans un fluide & PV nulle [Ou84, WB95|, nous avons obtenu la
condition sur les gradients initiaux de température potentielle et de vitesse
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pour que l’état ajusté existe, et nous avons entiérement résolu celle-ci. La
formation de singularité dans I’état ajusté se fait nécessairement sur les bords
du domaine, et préférentiellement dans les régions anticycloniques. Pour un
fluide & PV uniforme [HB72, BW95, Kal98, Kal00|, nous avons montré que
la détermination de 1’état ajusté se ramenait, a 'aide d'un changement de
coordonnées approprié, a un probléme de Neumann pour une équation de
Laplace, qui peut étre résolu par des méthodes standard [LS87], et nous
avons donné le critére permettant de savoir si la solution du probléme de
Neumann obtenue correspond & une solution physique ou non.

Par ailleurs, nous avons montré que 'inversion de la vorticité potentielle
ne fournit pas, dans des situations & fort nombre de Rossby, une séparation
satisfaisante : la partie de ’écoulement ainsi isolée varie sur la méme échelle
de temps (rapide) que les ondes.

Enfin, dans un travail complémentaire, nous avons calculé I’émission d’ondes
par un vortex non-stationnaire dans un fluide fortement stratifié sans rota-
tion. Cette étude confirme par un exemple explicite et tri-dimensionnel que la
variété lente n’existe pas au sens strict, et surtout quantifie les ondes émises
et leur effet sur I’écoulement qui les émet.

Quelle est la signification physique de [’état ajusté ¢ L évolution du fluide
le méne-t-elle vers cet état ajusté, vers un état oscillant autour de lui ? Com-
ment ¢

Nous apportons des réponses premiérement par 1’étude de 'ajustement
de faibles perturbations & un état ajusté, deuxiémement par I’étude des phé-
nomeénes fortement nonlinéaires dans la partie rapide de ’écoulement.

L’étude analytique de l'ajustement de petites perturbations & un jet en
équilibre montre que des modifications importantes sont a apporter au scé-
nario classique d’ajustement dans les fluides stratifiés.

Nous avons montré l’existence, dans les jets proches de la barotropie,
de modes piégés, nécessairement baroclines!, oscillant & des fréquences sub-
inertielles [Kun85|. Ces modes sont la contrepartie stable de 'instabilité sy-
métrique. L’ajustement du fluide est du coup incomplet : une partie de la
perturbation initiale se projette sur ces modes, qui restent dans le jet. Les
tensions de Reynolds liées & ces ondes n’ont pas d’effet sur ’évolution du
fluide.

Pour les jets baroclines nous suggérons, & ’appui d’une étude WKB de
la propagation verticale d'un paquet d’ondes piégées dans un jet, que des
perturbations initiales faibles ménent au cours de 1’évolution du fluide a des
processus dissipatifs dans les bords supérieurs et inférieurs de la région anti-
cyclonique du jet, altérant localement la partie lente de I’écoulement.

Dans les modeéles a une et deux couche(s), nous avons montré ’existence
d’ondes stationnaires qui sont des solutions exactes des équations complétes.
A notre connaissance, ces solutions dans le modéle & deux couches n’avaient
jamais été étudiées. Leur existence différenciera profondément ’ajustement
dans un domaine périodique de I'ajustement dans un domaine infini, ce qui

!dans le fluide & une couche, ces modes n’existent pas.
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importe particuliérement pour I’étude numérique de 1’ajustement.

Dans le modeéle de ’eau peu profonde, nous avons obtenu un critére semi-
quantitatif pour le déferlement d’ondes. Ceci permet notamment de com-
prendre quelles régions de 1’écoulement favoriseront ce déferlement et par
conséquent seront affectées par la dissipation associée : la formation de chocs
sera favorisée le long de caractéristiques provenant de régions a forts gradients
de hauteur, ou traversant des régions de vorticité relative anticylonique.

Retenons ici trois pistes importantes pour la suite : premiérement, dans
les modéles & une et deux couches, comment s’ajustent des états loin de
I’équilibre 7 Quelle est I’évolution du fluide & partir d’états ayant une vorticité
potentielle négative [Som04|? Deuxiémement, quelle est I’évolution du fluide
stratifié a partir d’un état pour lequel la partie lente n’existe pas? Vers quel
état se dirige-t-il, et quel role jouent les phénomeénes de déferlement suivis
d’effets dissipatifs dans son évolution ? Ces deux questions nécessiteront des
approches numeériques résolvant avec soin les déferlements et les processus
dissipatifs. Enfin, comment se traduit, dans des jets tridimensionnelles et
nounstationnaires, la possibilité de piégeage mise en évidence ici?

Quelles sont les caractéristiques des ondes émises par l’ajustement géo-
strophique ? Quelle est l'importance de ce mécanisme dans [’atmosphére ?

Analytiquement, nous avons analysé, dans chacun des trois modéles uti-
lisés, les ondes linéaires sur le fond d’un jet ajusté. Nous avons montré qu’il
n’y a pas de modes piégés dans le modeéle de I’eau peu profonde, mais qu’il
pouvait y avoir des modes quasi-stationnaires. Dans les fluides comportant
une stratification (2 couches, fluide continu), nous avons montré qu’il existe
des ondes subinertielles piégées dans la région anticyclonique du jet, et nous
avons analysé leur structure.

Les analyses de radiosondages de 'expérience FASTEX ont montré que
le jet troposphérique était, au-dessus de I’Atlantique Nord, la source d’ondes
prédominante. Nous avons identifié les deux régions de ’écoulement les plus
favorables a de fortes générations d’ondes : le voisinage des maxima de vitesse
et les régions de forte courbure du vent, ot le jet est brisé.

L’analyse d'un événement précis d’émission d’ondes par une telle région
(jet brisé) a montré que 'ajustement géostrophique y est le mécanisme de
génération des ondes, et qu'il peut générer des ondes de trés basse fréquence,
de forte amplitude (8 — 10ms 1), et de grande échelle horizontale (200 —
500km).

Notre étude a de plus indiqué des directions intéressantes pour la suite
de ’analyse de ces données : d’une part, des études d’évenements particuliers
d’émission d’ondes prés des maxima du jet permettront de mieux comprendre
quels sont, dans ces cas-1a, les mécanismes générant les ondes. D’autre part,
les cartes de divergence du vent horizontal du Centre Européen peuvent étre
utilisées pour étudier plus précisément les régions de ’écoulement les plus
favorables aux ondes de grande échelle et de basse fréquence, ainsi que la
structure horizontale de ces ondes. Ceci permettra notamment de vérifier
si les régions anticycloniques, dont 'importance pour plusieurs phénomeénes
(piégeage, instabilité symétrique, formation des chocs dans le modeéle de 1'eau
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peu profonde) a été souligné par I’approche analytique, sont des sources pri-
vilégiées de ’activité ondulatoire.



Chapitre 8

Annexes

A Nonlinear waves in the Eulerian formalism for
the one-layer rotating shallow water equations
We recall for comparison with the two layer case the derivation of the

nonlinear waves in the one-layer case, using Eulerian formalism. The basic
equations are :

Oyu 4+ uOyu — fv+ gdzh =0, (Ala)
0w + udyv + fu =0, (A1b)
Oih + 05 (uh) = 0. (Alc)

We seek solutions depending only on & = x — ct; the prime will denote
derivative relative to £. The above equations yield :

—cu' +uu' — fv+gh' =0, (A2a)
—cv' +u(f+0') =0, (A2D)
—ch' + (uh)" = 0. (A2¢)

Integration of the latter yields v = ¢ + A/h, where A is an integration
constant. Now, as there is no global flux of fluid, integration uh at a gi-
ven point over a period must yield zero. This integration is equivalent to
integrating at a given instant over one wavelength A. We thus obtain :

A
/ (A +ch) d¢ = 0 (A3)
0
which determines the integration constant A = —cH, where H is the mean
height of the fluid (or the height of the fluid at rest). Hence :
H
u=c(l— ﬁ) . (A4)

Injecting this expression into equations (A2a)-(A2c), and rewriting the full
height h as h = H(1 + d), the following equation is obtained :

C2 1 n

where ¢3 = gH.
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B An explicit example of trapped modes in a baro-
tropic jet

If the potential is a piecewise linear function, solutions for trapped modes
can be explicitly calculated using Airy functions. This example will give
insight regarding the dependence of trapping on the parmeters of the jet.
Furthermore, it gives an explicit example to try in numerical models which
may use such piecewise linear relative vorticity profiles.

The potential is symetric and defined using two parameters : L, the half-
width of the jet, and M, its maximum value. It is given by a linear function
in each of the five regions denoted as follows : I for « < —L, II for —L <
x < —LJ2, III for —L/2 < x < LJ/2,1V for L/2 < x < L, and V for L < z.
The relative vorticity of the jet is :

" (z) =0 in I and in V, (B6a)
" (1) = 2M(% +1) in 11, (B6b)
3" (z) = —ZM% in 111, (B6c)
3" (z) = 2M(% —1) in IV (B6d)
The corresponding velocity v(®) = @' is
vO(z) =0 in I and in V, (B7a)
2
2O (z) = ML (% + 1) in 11, (B7b)
(0) 1 $2 .
vW(x) =ML 3 12 in I11, (B7c)
(0) () — T ) -
2O (z) = ML ( - 1) in IV. (B7d)
The geopotential is :
O(x) = in I, (B8a)
ML? jz N3 .
(@) = = (E +1) inII,  (BSh)
o) =z (-2 y Lz 1 in 117 (B&c)
= 303 2L ' 4 ’ ¢
ML? (/z 3 3 .
(@) = = ((E +1) + 5) i Iv,  (B8d)
ML?

In equation (4.53), the constant factor n?n?/N? can be removed by an
adequate rescaling of « :

' (x) — n;]ﬂ; (1 —-w?+®"(z))y(z) =0 becomes
P"(X) - (1 —w?+ @"(EX))w(X) =0 with X ="Cg. (B9)

nmw N
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This rescaling will therefore affect L in the definition of the potential. Below,
we use  to denote the rescaled coordinate.

In each of the five regions, we will have an equation of the form :

"+ (c+ax)f=0, (B10)

of which the solution is, for a # 0 :

Wi

f(z) = AA <C+.“”’> + BB (”.‘”’) (B11)

2
4 as

where A and B are the Airy functions.

Hence, the equation for the horizontal structure of a trapped mode of
frequency w and its solutions will be, in each of the five zones :

I o —cpy =0, (B12a)

1 (z) = AjeV + Bre Ve (B12b)

I 9 —(c+7*(z+ L) =0, (B12c)

Py(z) = Ay A (Hﬁi—?&)) + ByB (Hﬁi—?rm) , (B12d)

III. 9 —(c—7’z)ps =0, (B12e)

_~3 _ A3

s(w) = AsA (C 73 x) + BB (c 73 x) : (B12f)

IV. Y —(c+7*(x—L))ps =0, (B12g)
3 _ 3 _

Py(z) = AgA (ﬂ—f”) + B4B (ﬂ—f”) , (Bl2h)

V. 9f —ehps =0, (B12i)

s(z) = Ase™V" + BseVe (B12j)

L
where ¢ =1 — w? and v = (%)3

At each of the four boundaries between two regions, the functions and
their first derivative must match. Thus, matching at point & = —L yields
two linear equations for the two unknowns Ay and Bs to be expressed using
Aj and Bj. Similarly, matching at the other points will give expressions for
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each pair A;, B; using coefficients A;_1, B;_1 :

—/cL
T—II: Ay=A,° (B,(pl) — %Mzu)) ,

cC
67\/5 C
5= (L - 40w (B132)
IT—III: Ay= % [(AB)’ (p2) Ay + (B%)' (p2) Bz} :
By = — o5 [(4%) () 42 + (ABY (92) B2 (B13b)

IIT -1V : Ay= % [(AB)’ (p3) Az + (B%)' (p3) Bs} ;

Bi = [ (42) () A + (ABY (0) B3] (B13¢)
v 4= T A'(p1)As + (B Y B(p1))B
Vi Ay =S () = A+ (B0~ BB |
e Vb Y Y g

By = g |(Al) + oA G0) s+ (Blon) + B )]

(B13d)

where :
CC = A(z)B'(z) — A'(z)B(z) = constant ,
=3, p1=C:2M, p1=c;2M. (B14)

Now, the complete soltution will be a trapped mode if it goes to zero out-
side the region of the jet, i.e. if By =0 and Bs = 0. B; = 0 can be imposed ;
equations (B13a)-(B13d) then gives an expression for Bj as proportionnal to
Ay, the proportionnallity factor being a function of ¢, M and L (v is simply

1

(24)3). From the systems of equations (B13), it is straightforward to ex-
press this proportinnality factor. After some manipulation, it can be written
as :

Cond(c, M, L) :(\/EA(pl) + ’YAI(pl))
[((AB)'(p3><AB>'<p2> (B2 (p3) (A (1)) (B'<p1> - %B(pn)

T ((AB) (03) (B%) (p2) — (B2 (ps)(AB) (92)) (%Am) - A'<p1>) ]
—(\/53(101) + VBI(Pl))
[(<A2>'<p3>(AB>'<p2> — (ABY (p3)(A2) (p) (B'<p1> - %B(m)

T ((A2)(ps) (B (p2) — (AB) (ps) (ABY (p2)) (%A@l) - A'<p1>) ] .
(B15)

The dependencies in ¢, M and L are hidden, in this equation, in terms
p1, p2 and p3 (cf (B14)), and the frequency of the trapped mode is hidden in
c=1-—w
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The jet with parameters M, L has a trapped mode of frequency w if
Cond(1 — w?, M, L) is zero. This criterion allows us to find the frequencies
of the trapped modes in the (M, L) plane for example.
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